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Resumen

El objetivo de esta tesis es introducir y analizar un nuevo esquema mixto-aumentado pa-
ra el problema acoplado de Navier—Stokes—Darcy estacionario. El enfoque que emplearemos
consiste en utilizar, para la region de fluido libre, una técnica previamente aplicada a las ecua-
ciones estacionarias de Navier—Stokes en la cual se introduce un tensor de pseudo-esfuerzo
modificado que relaciona la presiéon con los términos difusivo y convectivo. Adicionalmente,
usando la condicion de incompresibilidad, se elimina la presién, y como el término convectivo
fuerza a la velocidad del fluido a vivir en un espacio mas pequeno de lo usual, aumentamos
la formulacién resultante con términos residuales adecuados, provenientes de la ecuacién
constitutiva y de la ecuacion de equilibrio. Por otro lado, en la region de Darcy aplicamos la
formulacién mixta usual, la cual induce la introduccién de la traza de la presiéon en el medio
poroso como un multiplicador de Lagrange. Esto ultimo esta relacionado con el hecho que
la condicién de transmision que involucra conservacién de masa se vuelve esencial y debe
ser impuesta débilmente. De este modo, obtenemos una formulacién con cinco incégnitas
dadas por el tensor de pseudo-esfuerzo y la velocidad en el fluido, la velocidad y la presién
en el medio poroso, y el ya mencionado multiplicador de Lagrange. El andlisis de existencia
y unicidad de solucién de nuestro esquema se lleva a cabo combinando la teoria clasica de
Babuska—Brezzi y el teorema de punto fijo de Banach. A su vez, a nivel discreto se definen
subespacios de elementos finitos genéricos y se plantean hipétesis adecuadas sobre estos de
forma que, adaptando adecuadamente los argumentos utilizados en el andlisis del proble-
ma continuo, se pueda probar que el esquema de Galerkin resultante estd bien puesto y
es convergente. En particular, elementos de Raviart-Thomas de orden bajo para el tensor
de pseudo-esfuerzo y la velocidad de Darcy, funciones continuas y lineales a trozos para la
velocidad del fluido libre, funciones constantes a trozos para la presién de Darcy, junto con
elementos continuos y lineales a trozos para el multiplicador de Lagrange, constituyen una

elecciéon adecuada. Finalmente, proporcionaremos algunos resultados ntmericos para ilus-



trar el buen comportamiento del método de Galerkin propuesto y para confirmar la tasa de

convergencia tedrica.



Capitulo 1

Introduccion

En esta tesis introducimos un nuevo esquema de elementos finitos para resolver numeérica-
mente el acomplamiento de un fluido libre, gobernado por las ecuaciones de Navier-Stokes,
con un medio poroso, modelado por la ley de Darcy, acoplados a través de condiciones
de interfase dadas por la ley conservacién de masa, balance de fuerzas normales y la ley
de Beavers—Joseph—Saffman. Més precisamente, utilizando un enfoque introducido recien-
temente para las ecuaciones de Navier—Stokes estacionarias, basado en la introduccién de
un tensor de pseudo-esfuerzo que relaciona el término difusivo con el término convectivo y
la presion, y considerando la formulacion mixta usual de para ley de Darcy, la cual indu-
ce la introduccién de la traza de la presion en el medio poroso como un multiplicador de
Lagrange asociado, proponemos un nuevo esquema de elementos finitos mixto aumentado
para el problema acoplado, donde el ya mencionado tensor de pseudo-esfuerzo, junto con el
multiplicador de Langrange la velocidad del fluido en ambos dominios y la presion de Darcy,
constituyen las incognitas principales del sistema. La presion en la regién del fluido libre, asi
como el gradiente de la velocidad del fluido y el tensor de esfuerzo, pueden ser recuperados

facilmente a través de un post-proceso.

Un nimero considerable de documentos cientificos se han introducido en las ultimas
décadas para proponer nuevas técnicas nimericas para resolver computacionalmente el sis-
tema acoplado de Navier—Stokes—Darcy, o su version linealizada donde las ecuaciones de
Stokes se consideran en vez del sistema de Navier—Stokes. Lo anterior se debe a las distintas
aplicaciones que tiene este tipo de modelos en diferentes areas de interés, tales como medi-
cina, ingenierfa petrolera, y ciencias ambientales, etc. (ver e.g. [1, 4, 5, 11, 13, 14, 15, 17,

20, 21, 22, 24, 26, 31, 33] y las referencias en los mismos). La lista anterior incluye métodos



iterativos, métodos mortar, métodos de Galerkin discontinuo (DG) y esquemas de Galerkin
discontinuo hibridizable (HDG), asi como formulaciones estabilizadas. En general, la mayor
parte de las formulaciones de elementos finitos estdn basadas en la utilizaciéon de discretiza-
ciones de la velocidad y la presién para la parte del fluido libre del sistema acoplado (ver,
por ejemplo [1, 11, 13, 14, 17, 26, 31, 33]). Sin embargo, en esta tesis nos concentraremos en
esquemas basados en formulaciones duales-mixtas para el fluido libre, las cuales han ganado
un gran interés ultimamente, debido principalmente al hecho que, por un lado, permiten uni-
ficar el analisis para fluidos Newtonianos y no-Newtonianos, y por otro lado, nos permiten
aproximar diversas variables de interés fisico, ya sea directamente a través de la formulacion

empleada, o usando féormulas de post-proceso.

Volviendo al médelo de Stokes-Darcy, en [5, 22, 20] se introdujo un nuevo método de ele-
mentos finitos mixto para aproximar la solucion del sistema acoplado, considerando fluidos
Newtonianos (en [5, 22]) y no-Newtonianos (en [20]). Estos métodos se basan en la intro-
duccién de un tensor de pseudo-esfuerzo (en [20, 22]) o de esfuerzo (en [5]), lo que permite,
por un lado, unificar el andlisis, y por otro lado, emplear la misma familia de elementos
finitos en ambos dominios. En particular, en [5], dos nuevas formulaciones mixtas fueron in-
troducidas para el sistema lineal acoplado. El primero extiende [22] introduciendo una nueva
formulacién mixta donde se considera el tensor de esfuero en vez del de pseudo-esfuerzo
en el dominio de fluido libre, lo que induce a la introduccién de la vorticidad como una
incégnita adicional. A su vez, la ya mencionada formulaciéon basada en el tensor de esfuerzo
se aumenta parcialmente con términos de minimos cuadrados de tipo Galerkin provenientes
de las ecuacion constitutiva y de equilibrio de la ecuaciones de Stokes, y de la relacién que
define la vorticidad en términos de la velocidad del fluido, dando origen de esta manera al
segundo método. La mayor ventaja de esté ultimo método es la flexibilidad al momento de
elegir subespacios discretos para las variables en el dominio de Stokes ya que no se necesitan

condiciones inf-sup para obtener estabilidad del método.

Por otro lado, los resultados obtenidos en [20] se extendieron recientemente en [9] al
problema acoplado de Navier—Stokes—Darcy, considerando densidad constante y viscosidad
variable en la regién de fluido libre. Debido a la no linealidad relacionada con la viscosidad,
se introduce el gradiente de velocidad como incégnita adicional, que junto al esfuerzo, la
vorticidad, la velocidad del fluido en ambos dominios, la presiéon del medio poroso y dos
multiplicadores de Lagrange; a saber, la traza de la presion del medio poroso y la velocidad

del fluido en la interfase, constituyen las incdgnitas principales del sistema. Adicionalmente,



como el término convectivo del médelo de Navier-Stokes fuerza a la velocidad a vivir en un
espacio mas pequeiio que L2 procediendo como en [6, 8, 7] se propone buscar la velocidad
en H' y consecuentemente la formulacién variacional resultante es aumentada con términos
residuales que provienen de las ecuaciones constitutivas y de equilibrio de Navier—Stokes
y las férmulas que relacionan los tensores de vorticidad y de deformacion. Al igual que el
segundo método en [5], esté tltimo también permite una mayor flexibilidad a la hora de

elegir subespacios discretos para las variables en el dominio de Navier—Stokes.

El préposito de esta tesis es contribuir al estudio de aproximaciones numércias para el
acoplamiento de fluidos con medios porosos, introduciendo una nuevo esquema aumenta-
do para el acoplamiento de Navier—-Stokes—-Darcy estacionario. Aqui, procedemos de forma
andloga a [7] en la regién de Navier—Stokes, y a diferencia de [5] y [9], aprovechamos del hecho
que la velocidad del fluido estd considerada en H! y asi evitamos introducir la vorticidad y
la traza de la velocidad del fluido sobre la interfase como incognita adicional. De esta forma,

obtenemos un método mas sencillo que consiste en un esquema de sélo 5 incognitas.

El resto de la tesis se organizara como sigue. En la Seccién 2.1 recordaremos el problema
modelo y reescribiremos las ecuaciones fuertes como un sistema de ecuaciones de primer
orden. En la Seccion 2.2, derivaremos la formulacién variacional aumentada, la cual, a dife-
rencia de [5, 9] no incluye la vorticidad ni la traza de la velocidad del fluido en la interfase
como incégnitas auxiliares. A continuacion, procederemos con el anélisis de existencia y uni-
cidad de soluciéon de nuestro problema, principalmente a través del teorema de Banach y
la teoria clasica de Babuska—Berzzi, asumiendo que los datos son suficientemente pequenos.
A su vez, en Secciéon 2.3, estudiaremos el esquema de Galerkin asociado correspondiente
utilizando la version discreta de la estrategia de punto fijo desarrollada en Seccién 2.2. Adi-
cionalmente, en Seccién 2.3 se deduce, bajo supuestos similares sobre el tamano de los datos,
la estimacion de error a priori y se derivan las tasas de convergencia correspondientes para
una eleccion particular de subespacios discretos. Finalmente, en el Capitulo 3 se ilustran al-
gunos ejemplos numericos para corroborar el buen comportamiento del método y confirmar

las tasas de convergencia tedricas.

Concluimos esta seccién recordando algunas definiciones y fijando algunas notaciones.

Dados los vectores v = (v;)iz1n ¥ W = (W;)i=1.n, con n € {2,3}, se definen los operadores



gradiente, divergencia, y producto tensorial, como

ov; n O
VV = ? 5 d VvV = _‘77 v W = : Vi
<ax]>ij:1n v JZ1 Jz; y ® (viw; )i j=1,

Ademads, para cualquier par de tensores S = ()i j=1n ¥ R 1= (Rij)ij=1n, definimos la
transpuesta, la traza, el producto tensorial interno, y el tensor desviador, respectivamente,

CcOo1mo

- . 1
St = (S;i);i— tr(S) := Sii, S:R:= SiiR;; SY:=8S — —tr(S)I
( 32>w—1,n> (S) ; i) ”221 iy, Y n (S)L,
donde I es la matriz identidad en R™*". Para evitar cualquier tipo de confusiones, |-| denotara
la norma Euclidiana en R™ 6 R™*". Adicionalmente, utilizaremos la terminologia estandar
simplificada para los espacios de Sobolev y normas. En particular, si O es un dominio, I"
es una curva de Lipschitz abierta o cerrada (superficie en R3 respectivamente ), y r € R,

definimos
H'(0) = [H"(0)]", H'(0):=[H"(0)"", y H():=H(D)",

y para r = 0 adoptaremos la convencién usual de escritura L?(0),L*(O), y L*(T) en vez
de HY(0),H°(0), y H°(T"), respectivamente. Denotaremos las correspondientes normas por
| - |l.o para H"(O), H(O) y H"(O), y | - ||»r para H(I') y H"(I"). También escribiremos

| - |0 para seminorma H". Adicionalmente, recordaremos que
H(div;0) :={w e L*(0): divw € L*(0)},

es un espacio de Hilbert estandar( ver, e.g. [3, 25]), v el espacio de las matrices cuyas
filas son funciones que pertenecen a H(div; Q) seran denotadas por H(div; ©O). La norma
de H(div;O) y H(div ; O) sera denotada por | - |law.0 ¥ || - [|div.0, respectivamente. Notar
ademés que H(div ; O) se puede caracterizar como el espacio de las funciones matriciales S tal
que c'S € H(div; O) para cualquier vector columna con entradas reales ¢. Adicionalmente,

se cumple la siguiente propiedad
H(div;O) = Hy(div;0) & Fy(O)I, (1.1)

donde
Ho(div; O) = {S € H(div;0O): /trS = 0} (1.2)
o



y Py(O) es el espacio de polinomios constantes sobre . Mdas precisamente, cada S €

H(div ; O) puede ser descompuesto tinicamente como:
. . 1
S =Sy +cl, with Sy € Hy(div;0) y ¢:=—= [ trS € R. (1.3)
n|0| Jo
Dicha descomposicién se utilizara en el andlisis posterior de formulaciones débiles.

Ademads, dado un entero k > 0, el conjunto M C R™ P.(M) denota el espacio de los
polinomios sobre M de grado < k. Adicionalmente, consideramos Py (M) := [P.(M)]" and
Pr(M) := [Pp(M)]™". Finalmente, en todo el resto de este documento, emplearemos 0 para
denotar cualquier vector nulo genérico (incluidos funcionales y operadores nulos), y usaremos
C'y ¢, con o sin subindices, barras, tildes o sombreros para denotar las constantes genéricas
independientes de la discretizacion, las cuales pueden tomar distintos valores en diferentes

espacios.

Por otro lado, los simbolos para los productor internos de L?(T") y L*(T),

€N = [ e = 6

se empleardn para sus respectivas extensiones, como los producto duales H™1/2(X) x HY/2(%)
y H1/2(%) x HY2(%).



Capitulo 2

Un nuevo método de elementos finitos
mixtos aumentados para el problema
de Navier—Stokes — Darcy

2.1. Problema modelo

Comenzaremos describiendo la geometria del problema. Con este fin, consideraremos los
dominios poligonales acotados y simplemente conectados Qs y Qp en R™, n € {2, 3}, tal que
MNsNIW =S 0y Qs NQp =10, yseals = N\ Sy Ip = p\ . Sobre las
fronteras consideraremos el vector normal unitario n, el cual se escoje de manera que apunte
hacia afuera de Qg U X U Qp y Qg( y por lo tanto apunta hacia el interior de 2p, cuando
es visto desde ¥). Adicionalmente en ¥ consideraremos una base local ortonormal para el
hiperplano tangente, dado por {ty,--- ,t,_1}. Para una representacién bidimensional de la

geometria del problema, ver la figura 2.1, donde simplemente denotamos t = t;

Nuestro problema acoplado consiste en dos sets de ecuaciones que describen el comporta-
miento del fluido en ambos dominios, 25 y 2p, y el set de condiciones en la interfase . Mas
precisamente, en {)g las ecuaciones que rigen el problema Navier — Stokes con viscosidad y
densidad constantes, son:

gs IQVG(Us) —psI en Qs, p(us~V)uS —diVO'S :fs en Qs,

(2.1)
divug = 0 en (g, us = 0 sobre I'g

donde ug denota la velocidad del fluido, ps es la presién, v > 0y p > 0 la viscosidad y la

11



Figura 2.1: Configuracién geométrica del modelo Navier /Stokes—Darcy

densidad, respectivamente,os es el tensor de esfuerzo de Cauchy, fs es una fuerza externa
dada, la cual esta definida sobre un espacio que se especificard mas adelante, y e es el tensor

de deformacién, dado por
1
e(us) = é(VuS + (VUS)t),

donde el subindice ¢ denota transposiciéon. Mientras las ecuaciones fuertes de Navier—Stokes
son presentadas para describir el comportamiento del fluido en €)g, a lo largo de este docu-
mento presentaremos una version equivalente de (2.1) basado en la introduccién de un tensor
de pseudo-estreés que relaciona el tensor o con el término convectivo. Mds precisamente, de

manera analoga a [6] y [9], introducimos el tensor no lineal de pseudo-éstres
Ts = s — p(ug ® ug) = 2ve(ug) — psI — p(us ® ug), (2.2)

y debido a la condicién de incompresibilidad tr (e(us)) = divug = 0 en g, podemos deducir

las siguientes identidades
ps = —% {tr (Tg) + tr(us®ug)} en Qg y —divTs="fs. (2.3)
Notar que la primera identidad nos permite eliminar la incégnita presién en (2.1), obteniendo
T§ = 2ve(ug) — (ug @ ug)* en Q.

Entonces, considerando
1
w(us) = 5(Vus — (Vus)’), (2.4)



las ecuaciones de Navier-Stokes (2.1) pueden ser reescritas equivalentemente como:

Tg = QVVUS — 21/(4)(115) + p(lls ®US)d €n Qs, —div TS = fS en Qs,
Ts=TL en Q, y ug= 0 sobre T4g.
(2.5)
En el medio poroso {p consideraremos el modelo de Darcy:
K'up = —Vpp +fp en Qp,
(2.6)

divup =0 en Qp, up-n =0 sobre I'p

donde up es la velocidad y pp es la presion. La funcién matricial con valores en los reales K
que describe la permeabilidad de Qp dividida por la viscosidad v, satisface K! = K, ademés

K € L>(Qp) y es uniformemente eliptica, esto es, existe C' > 0, tal que
a-K(z)a > Ckllalf?, (2.7)

para casi todo x € ()p y para todo a € R". Finalmente f es una fuerza externa dada, que

representa la gravedad.

Concluimos la descripcion del sistema acoplado introduciendo las condiciones de transmision

en la interfase X:

Uus-n = up-n sobre z (2.8)
y
n—1
osh + Zwl(us . tl)tl = —pph sobre X (29)
=1
Donde el conjunto {wy,...,w,_1} representa las constantes de friccién positivas, que son

determinadas experimentalmente. La condicién (2.8) corresponde a la ley de conservacion
de masas sobre ¥. mientras que (2.9) puede ser descompuesta en sus componentes normal y

tangencial, como sigue:
(0'51’1)'11 = —PD y (an)-tl = —wl(us-tl), lzl,...,n—l. (210)

La primera condicién en (2.10) corresponde al balance de las fuerzas normales, mientras que
la segunda condicion es conocida como la ley de Beavers-Joseph-Saffman, la cual estable-
ce que la velocidad de deslizamiento es proporcional al esfuerzo de corte a lo largo de X
(asumiendo también, basdndonos en evidencia experimental, que up - t;, [ =1,...,n — 1 es

despreciable). Para mas detalles sobre la condicién de interfase, nos referimos a [2, 29, 32].



Notar que la ecuacién (2.9) puede ser reescrita en términos del tensor T como

n—1

Tsn = —p(ug @ ug)n — Zwl(us -t))t; —ppn  sobre X, (2.11)
1=1

la cual emplearemos en lugar de (2.9).

2.2. Problema continuo

En esta seccién se presentara la formulacién mixta aumentada de nuestro problema y se

abordara su resolucion.

2.2.1. El problema variacional mixto aumentado

En lo que sigue obtendremos la formulacién variacional de nuestro problema modelo
basado en ecuaciones (2.5),(2.6), (2.8) y (2.11). Para hacerlo, introduciremos los siguientes

espacios de Hilbert
H%\S(Qs) = {VS c Hl(Qs> Vs|ps = O},
HFD (le , QD) = {VD € H(le , QD) cvp-n=0 € FD},

y las identidades

TR-T:R' vy (wu),R)— %(curl (u), as(R))o, (2.12)
con
% _ % en R2
1( ) L (91:1 81’2
UiV == Vxyio— 81)3 _ 602 81)1 _ (91)3 61}2 _ 61}1 en Rg
T 81’2 8x3’ 8[E3 8951’ 85(71 8x2 ’

para todo v € H'(Qg), y para todo T, R € L()s), con

(R) { Ro1 — Ry en R2
as(R) :=
(332 — Ro3, Ri3 — R31, Ry — Rlz) en R

y



Adicionalmente, dado x € {S,D}, en lo que sigue usaremos la notacion :

(u,v), = /u (u,v)o, = /*u~v, (0, 7)o, = /*a:r.

En primer lugar, para las ecuaciones (2.5) procedemos andlogamente a [6]. Mds pre-
cisamente multiplicamos la primera y la segunda ecuacién de (2.5) por las funciones test
Rg € H(div;Qg) y vs € H%S(QS), respectivamente, y luego procedemos integrando por par-
tes, una vez para la ecuacién multiplicada por Rg y dos veces para la multiplicada por vg. De
esta forma utilizando la condiciéon de contorno Dirichlet ug = 0 sobre I's y la condicién de

interfase (2.11), y haciendo uso de la identidad ((u® w)n,v)s, = (w-n,u-v)y, obtenemos
(TS, RY)as + 2v(ug, div Rg)og + v(curl (ug), as(Rsg))aq

(2.13)
—i-p((ug ® us)d, RS)QS —2v <Rgn, lls>2 =0 VRg € H(le ; QS)

—2v(div Ts, vs)q + 2v(Tsn, ve)s — v(as(Ts), curl (vs))as + (us - n,us - v)x

n—1

+20 ) wi{(us - t)t, ve)s + 20(vs - m, Ay = 2w(fs, ve)as Vs € Hi(Qs)
=1
(2.14)

donde A := pp|y € HY2(X) es introducida como una incégnita adicional.

Por otro lado, para las ecuaciones (2.6) procederemos andlogamente a [14, 22] para obtener

21/(K_1uD, VD)QD — 2V(d1V VD,pD)QD — 2V<VD - n, )\>2

2.15
= 21/(fD, VD)QD Vvp € HFD(diV ; QD) ( )
y
2v(divup,qp) = 0 Vgp en L*(Qp) (2.16)
mientras la primera ecuacién de (2.11) se impone débilmente como
2v{ug -n,&)s —2v{up -n, &)y = 0 Ve € HYA(D). (2.17)

Ademas, con el fin de analizar convenientemente el problema que se presentara a lo largo
de esta seccién, multiplicaremos intencionalmente las ecuaciones (2.14)—(2.17) por 2v. Fi-
nalmente, con el fin de que el andlisis subsiguiente sea adecuado, y andlogamente a [8]se

anadiran los siguientes términos redundantes derivados de las ecuaciones de equilibrio

K1 (le Ts + fs,div RS)QS =0 VRgs € H(dlv ; QS), (2.18)



ko (T§ — 2ve(ug) + (us ®ug)®, e(vg)), =0  Vvg e Hp (Qs) (2.19)

respectivamente, donde k; and k9 son parametros positivos que se especificaran a lo largo
de este documento. De esta manera, en primera instancia se tiene el siguiente problema

variacional: Hallar
(Ts, Ug, uD) en H(le , Qs) X Hll—\s (Qs) X HFD (le , QD),
(pp,A) en  L2(Qp) x HY*(X),

tal que las ecuaciones (2.13)—(2.19) se satisfacen.

Ahora, notar que si ((Ts, us, up), (pp, A)) € X x Q satisface (2.13) — (2.19), entonces, luego

de algunos calculos simples es facil mostrar que paratodoc € R ((Ts — I, us, up), (pp + ¢, A + ¢))
también satisface (2.13)-(2.19), y consecuentemente, la unicidad de la solucién del problema

acoplado falla. Entonces para superar este inconveniente a partir de ahora restringimos el

espacio donde esta definida la presiéon de Darcy a L3(2p), con

L) = {a € L) [ a- o}

Ademas, recordando la siguiente descomposicion
H(div; Qg) = Hy(div;Qg) & Py(Qs) 1, (2.20)

donde
Hy(div: Qs) = {RS € H(div: ) - / r R :0}, (2.21)
Qs

redefinimos el tensor de pseudoestrés Ts como

Ts+ pI  conlasnuevasincognitas Tg € Ho(div;Qs) vy peR.

De donde (2.14) se convierte

—2p(div Ts, vs) o, + 2v(Ts, vs)x + 2vp(vs - n, 1)s — pu (curl (vs), as(Ts))g, +
n—1

2vp(ug - n,ug - vg)x + Z 2vwi{(us - t),vs)s  (2.22)
=1

+2v(vs - n, Ny = 2v(fs, vs)aq Vvg € H%S(QS)



Ahora, descomponiendo la funcién test Rg de (2.13) de acuerdo a (2.20), obtenemos

(TS RS),
+p ((115 ® lls)d , RS)QS — <RS, lls)g =0 VRs € Ho(div , QS),

+ 2v (us, div Rg)q + v (curl (us), as(Rs)) g
° (2.23)

—2vn{us-n, 1)y =0  Vn €R
De esta manera, reemplazando (2.13) y (2.14) por (2.23) y (2.22), respectivamente, al final

nuestro sistema variacional acoplado se declara como: Hallar (Tg, us,up) € Hy(div,Qg) X
Hy (Qs) x Hry, (div, Qp) v (pp, A, 1) € L§(Qp) x HY2(¥) x R tal que (2.15)(2.19), (2.23) y
(2.22) se cumplen. Més atin, mostraremos a continuacién que puede ser reescrito en términos

de formas y funcionales adecuadas. De echo agruparemos las incégnitas y los espacios como

sigue

® := (Ts,us,up) € X := Hy(div;Qs) x Hy(Qs) x Hr,, (div; Qp)

B = (o A1) € Q= L3(O) x HY2(S) x R. 22
Donde X y Q estédn dotados con las normas || - |[% == || - [[ZGiv.0s + 1| - [T.as + 11 - Fiviay ¥
-G = 11 1g.p +11- H%/g,g +|-]. Adicionalmente, dado wg € Hr¢({2s), se definen las formas

AWS(Q,E) = As((Ts,Vs),(Rs,Vs)) —|— CWS<(T3,V5),(R5,V3)> —|— AD(UD,VD), (225)

B(£7g) = _2y(qD7diva)QD + 2V<VS "n — Vvp -1, §>E + 2V7I<VS -, 1>E7 (226)

para todo @ = (Ts,us,up), ¥ = (Rg,vs,vp) € Xy q = (qp,&,n) € Q, donde Ag, Cyy y

P

Ap son a su vez las formas bilineales (y trilineales) dadas por

As((Ts,us), (Rs,Vs)) = (Td7Rg>QS + 2V(uS,diV RS)QS — 2V<Vs,diV TS)QS

+v(curl (us), as(Rs))os — v(curl (vs),as(Ts))as — 2v(Rsn, ug)s + 2v(Tsn, vs)s

(2.27)
n—1
+Ii1(diV Ts, div RS)QS — RQ(Tg — 2V€(US)7 e(Vs))QS + 2VZIU1<US . tl, Vg - tl>2
=1
Cus ((Ts, us), (Rg, vs)) := p((ws ® ug)®, Rg)ag + 2v(Ws -1, ug - Vg)x (2.28)

+ ko ((ws @ ug)?, e(vs) ) s,



AD(UD,VD) = (KﬁluD,vD)QD, (229)

Adicionalmente, se define el funcional F € X'
F(g) = _2V<fS7VS)QS + 2V(fD7VD)QD - Ii1<fs,diV RS)QS VE = (Rs,Vs,VD), (230)

para todo ¥ = (Rg,vs,vp) € X. Consecuentemente se llega al sistema acoplado: Hallar
(®,p) € X xQ tal que

- (2.31)
B(®,q) — 0 Vq € Q.
2.2.2. Analisis del problema continuo
Definamos la funcién
J: M - H%‘S(QS) — H%\S(Qs), Wg — j(Ws) = Ug, (232)

donde ug € H%S(QS) es la segunda componente de @ € X, la cual, junto con p € Q
constituyen la tinica solucién de la versién linealizada del problema (2.31): Hallar (®,p) €
X x Q tal que

Aw(®,¥) + B(¥,p) = F¥) V¥eX

N (2.33)

B(2,q) = 0 Vq € Q.
y M es un conjunto acotado, que garantiza que el operador J este bien definido (serd espefi-
cado a lo largo de esta seccién). Entonces, notando que (®,p) = ((Ts, us, up), (pp, A, 1)) €
X x Q es solucién de (2.31) si y solamente si ug € Hy_(€2s) es solucién del problema del
punto fijo: Hallar ug € M, tal que

j(us) = Ug, (234)

De esto podemos inferir claramente que, para probar que el sistema (2.31) esta bien puesto
es suficiente probar que el problema (2.34) tiene solucién unica. Antes de la unicidad del
problema (2.34), se probara que el operador J esta bien definido. La siguiente seccién esta

completamente dedicada a este asunto.



J es un operador bien definido

De acuerdo a la estructura mixta del problema linealizado (2.33), en lo que sigue apli-
caremos la teorid de Babuska-Brezzi para probar que el sistema (2.33) tiene unica solucién,
o equivalentemente que el operador [J este bien definido. Comenzaremos estableciendo la

continuidad del funcional F y de las formas bilineales Ag, Ap y B:

F ()] < (@2 + 6)" Ifslloas + 20fllon, ) €], (2.35)
[As ((Ts,us), (Rs, vs)) | < Csal|(Ts, us)|[|(Rs, vs)]. (2.36)
| Ap(up, vp) [< Cplluplaiv 0p VD laiv 00 (2.37)
y
B(@,q)| < C|@|x/alla. (2.38)

para todo ® € X, Tg,Rs € Hy(div;s),us,vs € H%S(Qs) y (2,9) € X x Q, con

Cs.1,Cp,Cp > 0. Notar que la demostracion de las estimaciones previas es directa.

Ahora, dado ws € H{_(Qs), de la continuidad de las incrustaciones iy, : HY2(X) — L1(%)
y ig : HY(Qg) — L*(Qg), y la continuidad del operador traza ~vg : H'(Qg) — L2(99s),

obtenemos que existe Cs o > 0, tal que

|Cws((Ts, ug), (Rs, vs))| < Cs2[|ws|l10sl[(Ts, us) [|[[(Rs, vs) |, (2.39)

para todo Ts,Rg € Hy(div;Qg) y us,vs € HILS(QS), con Cgy = ||is||2(p2+/£%)1/2 +
2v|ig||*[vsll- En particular, de (2.36) y (2.39) se deduce que, para wg € H{, (Qs) fijo, Awg

(cf. (2.25)) es una forma bilineal continua, esto es
[Aws (@, ¥)] < (Ca + Csollwsllio) I 2[Ix[¥]x VS, ¥ € X, (2.40)
con C'ps > 0. Definamos el subespacio
Vi={¥ecX:B¥,q) =0 Vq=(.&n) € Q}. (2.41)

De la definicién de B (cf. (2.26)), se sigue que ¥ = (Rg, vs,vp) € V, siy sélosi,

(le Vp, QD)QD =0 qu S L(%(QD) ) <VS -1, 1)2 = Oa

(2.42)
y (vg-n —vp-n&yg=0 Ve HYAD).



Entonces, recordando que L?(Q2p) = L3(2p) @ R, y notando que de la segunda y tercera
ecuacion de (2.42) se tiene que (vp-n, 1)s = fQD div vp = 0, y concluimos junto a la primera
ecuacién de (2.42) que

(div vp,qp) = 0 Vgp € L*(Qp).

Consecuentemente, podemos reescribir el subespacio V de la siguiente forma
V = {i: (Rs,vs,vp) € X :divvp =0 en Qp, vs-n—vp-n=0 sobre X
y (vs-n, 1)y = 0}.

Ahora, abordaremos la elipticidad de Ay, sobre V para valores apropiados de wg € H%s (Qs).

Lema 2.2.1 Asumir que k1 >0 y 0 < ry < 4v y sea ws € Hy_(Qs), tal que

(6]
||WS||1,QS S @7 (243)

donde oo = 3 min{ag, Ck} con Ck y Csy constantes que satisfacen (2.7), (2.39), respectiva-
mente, y as definida mds adelante en (2.47). Ademds asumir que k1 > 0 y 0 < Ky < 4v.

Entonces, se tiene que

Aws (2, ¥) > o @[]x, VEEV, (2.44)

Demostracion. Dado (Rs,vs,vp) € V, antes que nada, recordamos de [Lemma 2.3 en [18]]

(o el [capitulo IV,[3]) v [3, 25], respectivamente, que las siguientes identidades se cumplen:

CalR[[5.0s < IR0 + Idiv R[5, VRs € Ho(div;Qs), (2.45)
y
Crllviigs < leM)llogs Vv € Hp (D), (2.46)
con Cy > 0y Cy > 0 constantes que s6lo dependen de Q25. Entonces, usando (2.7) deducimos
que:
As((Rs, vs), (Rs, vs)) + Ap(vp, vp)
Caq K2
> Smin{m, HRs iy g + Cidlivolia, + mCe (20 = 2) Ivsliay  (2.47)
> as[|(Rs, vs)[I* + Cxlvpll& ap -
con

JCa . K
ag = min {7(1 min{xi, 1}, Cxka <21/ - EZ)} : (2.48)



Entonces, usando esto
AWS (Ea g) - AS((R87 VS)7 (RS7 VS)) + AD<VD7 VD) + CWS((RS; VS); (RS7 VS)))
Z AS((RSaVS)’ (RS7VS)) + AD<VD7VD) - |CWS((R87VS)7 (RSa VS))|a

de (2.39) y (2.47) y, de las hipdtesis sobre los pardmetros k1 y kg, mediante algunos calculos

sencillos se deduce el resultado. O

Ahora, nos corresponde establecer la condicién inf-sup de B, y con el fin de deducirla, a

continuacion se estudiaran las dos siguientes estimaciones.

Lema 2.2.2 FEuxiste ¢ > 0 tal que

SI(QD7§) = sup (le VDyQD) + <VD . Il,f>2

vp€Hr (div;Qp) ||VD ||div ;Qp
VD7£O

> ci{llgpllogn + I€lly2s} (2.49)

para todo (qp, &) € LE(Qp) x HY/2(X).
Demostracion. Ver el lema 3.3 en [23]. O

Lema 2.2.3 FEuxiste co,c3 > 0, tal que

Sg(f, T]) = sup <VS -1, §>Z - 77<VS ‘n, ]->E

VSEHFS (Qs) ||VS||LQS
vg#0

para todo (£,n) € HY/2(X) x R.

> calnl — csll€llyess (2.50)

Demostracion. Procederemos similarmente a las demostraciones de [23, Lema 3.2] y [7, Lema
3.2]. En efecto, sea v un elemento fijo en Hy (Qg) que satisface (vo-n, 1)y # 0 (ver la
demostracién de [7, Lema 3.2] para la construccién de dicho elemento), y observar que para
todo (£,b) € HY/2(X) x R, se tiene

[(vo - n,&)s — n(vo-n,1)s|

So(&,m) >
HVOHLQS (2 51)
Il [(vo-n,)s|  [{vo-n,§)s] '
— > coln| — eslléll1yes,
[[voll 1,05 [vol[ 1,05
[{vo-n,1)|

con cy =
2 Ivsll,og

da el resultado deseado. O

y ¢ > 0 la constante que satisface |(vo - n, &)s| < csl|voll1,0s1€]|1/2,r, lo que



Empleando los dos lemas previos, ahora nos centraremos en probar la condicién inf-sup

de B.

Lema 2.2.4 Existe > 0, tal que

B(¥,q
S(q) := sup B(Z g > Blladllq Vg € Q. (2.52)
eX ¥ x

Demostracion. Dado q = (pp,§,n) € Q, de la definicién de B (cf. (2.26)), observamos que

S(q) > 2vSi1(gp,§) v S(a) > 2vS8(&,n),

lo cual junto con los lemas 2.2.2 y 2.2.3, da

S(a) = 2vedllaplloan + [I€ll2st v S(a@) = 2v{caln] — esf|€lli2n}-

Asi, de las ultimas estimaciones obtenemos que

c c
(1 + —2) S(q) > vey min {1, —2} lallq. (2.53)
203 - C3 -
-1
lo cual implica el resultado, con 8 = ve; min{l, £} <1 - 2%) . O

Ahora, estamos en condiciones de probar que el sistema (2.33) estd bien puesto.

Lema 2.2.5 Asumir que k1 > 0 y 0 < ko < 4v. Entonces, para cada wg € HILS(QS) que
satisface (2.43) y cada fs € L*(Qs) y fp € L*(Qp), existe un inico (®,p) € X x Q solucion

de (2.33). Adicionalmente, se tiene cumplen las siguientes estimaciones:
_ 1/2
[@lx < a7t (@2 + 63)" [fslloas + 2vlfollons ) - (2.54)
Yy

Ipllq < 87 (1 +a7 (Ca + Csalwsllies) (402 + 1) P llfsllons + 2¢lfolloc,) - (255)

Demostracion. Gracias a la teori clasica de Babuska-Brezzi, y como una consecuencia directa
de los Lemas 2.2.1 y 2.2.4, podemos concluir que el sistema (2.33) tiene unica solucién. A

su vez, para estimar (2.54) utilizaremos el hecho que ® € V y aplicaremos (2.44) y (2.35),



mientras que (2.55) es una consecuencia directa de la condicién inf-sup (2.52) y de las

estimaciones (2.35), (2.40) y (2.54). Se omitirdn mas detalles al respecto. O

De acuerdo al lema previo podemos concluir que si escojemos el conjunto M en (2.32) de
tal manera que M C B (O, %) = {ws € Hy (Qg) : [[ws|l1o < %}, entonces el operador
J claramente estd bien definido. De ser este el caso, de (2.54) se obtiene que para todo

wg € M, se cumple

1T (W)l 05 = usllos < I@lx < o (402 + 1) lfsllons + 2vIfollon,) - (2.56)
En particular, si consideramos el conjunto

M = {ws € Hp (%) : [Wslios < o' (4% + #1)llfsllogs + 2v(folloes)},  (2:57)

y asumimos que

Oé2

(@ + 1) P 1fsloss + 2follasy < G 259
Se obtiene facilmente que M C B (O, %) asi J esta bien definido. Adicionalmente de
(2.56) se tiene que
J(M) C M.

Por lo tanto, para probar que el sistema (2.31) tiene unica solucién, en lo que sigue consi-
deraremos M definido como en (2.57) y probaremos equivalentemente que J tiene un tnico
punto fijo en M por medio del teorema del punto fijo de Banach, asegurando que los datos

cumplen con la condicién (2.58).

Unicidad de la solucién

A continuacion presentaremos el resultado principal de esta seccion.

Teorema 2.2.6 Sea fs € 1L2(Qg) y fp € L?(Qp) tal que
Cs2

a2

(47 + &) lEslloa + 2vlfllogs) < 1 (2.59)

Entonces, el operador J tiene un unico punto fijo ug en M. Equivalentemente, el problema
acoplado (2.31) tiene tinica solucion (®,p) = ((Ts, us, up), (pp, A\, 1)) € XxQ, conug € M.

Ademds, se cumple la siguiente estimacion a priori

[@lx <ot (4 + k)" |fs

0.0s + 2V||fDH0,QD>7
(2.60)

Ipllq < 87 (1+a7'Ca + Csa) (42 + 1) lfsllons + 20[follos )



Demostracion. Comenzaremos notando que el supuesto (2.59) claramente implica (2.58) lo

que asegura que el operador J este bien definido.

Sea zg 1, Zs 2, Us1 ¥ Us2 en M, tal que ug; := J(zg;), i € {1,2}. De acuerdo a la defini-
ciéonde J (cf. (2.32)) se tiene que para cada i € {1, 2} existe (QZ»,EZ,) = ((Ts,;, us,, up,), (Pp,
iy 113)) € X x Q, tal que

A (2, ¥) + B(¥,p,) =F¥) V¥eX,

B(®;,9) =0 VqeQ,
a partir de lo cual

AZs,l (2172) - AZS,2 (Q%g) + B(g7 Bl - 22) =0 VE € Xa (2 61)
Entonces, notando que ®, — ®, € V, de la primera ecuacién de (2.61) con ¥ = &, — P, y
luego de algunos calculos sencillos, se deduce que

AZS,l(gl -2, - Q2) = _AZS,I_ZSQ(gQ’gl - Qz)

= Cug,-25,((Ts2,us2), (Tsg — Ts2,us1 — ug2)),
lo cual junto a (2.44) y (2.40), implica

lus1 —ussllio < | — Bsllx < a'Csallzs1 — zs2ll1.0s]|(Ts2, us2)||

< o 'Csa||®yIx ||Zs1 — zs2/l1.06-
Por lo tanto, recordando que ®, satisface (2.54), de (2.59) se obtiene que J es una con-
tracciéon. Asi, por una aplicacion directa del teorema del punto fijo de Banach, se tiene que
el problema (2.34) tiene tnica solucién, o equivalentemente, el problema (2.31) esta bien

puesto.

Ahora, sea (®,p) = ((Ts,us, up), (pp, A\, 1)) € X x Q la tinica solucién de (2.31), con
ug € M satisfying (2.34). Entonces, es claro que (@, p) satisface (2.33) con wg = ug. Por lo
tanto, notando que la estimacién (2.58) implica |lus|[1,05 < 7, de (2.54) y (2.55) claramente

se obtiene que (2.60), lo que concluye la demostracién. O

2.3. Esquema de Galerkin

En esta seccién introduciremos el esquema de Galerkin del problema (2.31) y proporcio-

naremos condiciones suficientes sobre los correspondientes espacios finito-dimensionales que



garantizen la estabilidad del problema, asi como la unicidad de la solucién y la estimacién

de Céa.

2.3.1. Problema Discreto

Consideremos los siguientes subespacios de elementos finitos genéricos.

H,(Qs) € H(div;Qs),  Hu(Qp) € H(div;Qp),  Hi(Qs) € H'(Q),

Lh<QD) C L2(QD> y Ah(z) C [_11/2(2)7 (262)

y sea
Hh(Qs) = {Rh S H(diV ; Qs) : CtRh € Hh(diV;Qs) Vce Rn}

Entonces, definiendo los espacios de elementos finitos globales como
X = Hpo(Qg) x H}IL,FS(QS) XHur,(2p) v Qpi=Lio(Qp) x Ap(E) xR, (2.63)

con

Hp,0(Q2s) = Hj,(Qs) N Hy(div ; Qs), Hj, 1, (Qs) := [H}(Qs)]" N Hy, (Qs), (2,64
Hh,FD (QD) = Hh(QD> N HFD (le > QD), Lh,O(QS) = Lh(QD> N L%(QD),
el esquema de Galerkin de (2.31) se lee como: Hallar (Qh,gh) = ((Th,s, Uns, Whpn)s (¢nD, An, ,uh)) €
X x Qy, tal que

Auh,s(gmih) + B(EmBh) = F(Eh> vlh € Xy,

(2.65)
B(®),,q,) = 0 Vdq, € Qn

A su vez, para estudiar la unicidad de la solucién de (2.65), y andlogamente al caso continuo,
nos damos cuenta que (2.65) puede ser reescrito equivalentemente como el problema del punto
fijo: Hallar u; g € My, tal que

Tn(ups) = ups, (2.66)

donde 7}, es el operador del punto fijo definido como 7, : My C H,ILJS(QS) — H}L’FS(QS),
Whs — Jn(Whg) = upg, donde u,s € Hj p (Qs) es la segunda componente de @, que
junto con p, € Qy constituye la tnica solucién de la versién linealizada de (2.65): Hallar
w,s € Hj 1 (Qs), tal que

Ay, (2, 9,) + B(ghth) = F(¥,) V¥,eX,,

(2.67)
B(®,,q,) = 0 va, € Qu,



y M, C H}LIS(QS) es un subconjunto que nos asegura que el operador Jj este bien definido,

o equivalentemente, que el (2.67) tenga tnica solucién.

De acuerdo a lo anterior, desde ahora nos centraremos en proporcionar las hipdtesis
adecuadas sobre los espacios finito-dimensionales (2.62), las cuales nos permitiran probar
que el problema (2.67) esta bien puesto, y consecuentemente, la unicidad de la solucién del
problema (2.65). Comenzaremos observando que para definir adecuadamente los espacios
Hy,0(Qs) vy LE(Qp), necesitamos eliminar los multiplos de la matriz identidad de Hy,(Qs) y

los polinomios constantes de L?(Qp). Estas condiciones se satisfacen si asumimos que:
(H.0)  Po(Qs) € Hy(div;Qs) y Fo(Q2p) € Lu(p).
De (H.0) facilmente se deduce que para todo h la siguiente descomposicién se cumple

Hh(Qs) = th(Qs) @P@(Qs)l y Lh(QD) = Lh(QD) D P()(QD) (268)

Ahora procuraremos establecer condiciones suficientes para la condicion inf-sup discreta

B(‘Ilh,q) ~
Su(q,) = sup ——v=h > Vq € Qu, 2.69
"4 ghegh 1%l = fllg,lle 4 € (2.69)
)40

donde B > 0 es independiente del parametro de discretizacion h. Con este fin aplicaremos
los mismos argumentos utilizados en la demostracién del Lema 2.2.4 y nos daremos cuenta

que la condicién inf-sup (2.69) se cumple si garantizamos las siguientes condiciones:

(H.1) Existe ¢; > 0 tal que

(div vip, @rp)p + (Vap -0, &)s

S1n(anp,&n) = sup “ _ > ¢ {H‘Jh,D 0.0p + thﬂl/m} ,
Vi, DEHp T (D) Vh,DHdlv;QD
Vi, D70

(2.70)
para todo (gnp,&n) € Lno(Qp) X Ap(X).

(H.2) Existe vi0 € Hj, 1 (Qs) VA tal que (v -n,1)s # 0.

En particular, andlogo a la demostracién de Lema 2.2.3, lo anterior claramente implica

(Vs 10,&)s — (Vs -0, 1)y
|Vhs]

Son(Eny ) 1= sup > Co|mn| — C3|&nll1/22,  (2.71)

Vh,SeH}L’FS(QS)
Vh,s#0

1798



con ¢y, ¢3 > 0 independiente de h, eso junto con (2.70) implica (2.69).

Finalmente, nos centraremos en el kernel discreto de B, el cial se define como

Vii={¥, €X, : B(¥,,q,)=0 Va, €Q}. (2.72)

Con el fin de describir explicitamente V, introduciremos los siguientes supuestos:

Usando (H.3) y recordando la definicién de B (cf. (2.26)) se tiene que ¥, = (Rys, Vis, Vap) €

V,, si y solamente si

div vi,p € Lo n(Qp), (Vs n—vpp -n&)x=0 V& €Ay vy (vps-n, 1)y =0.
(2.73)
En particular, considerando &, = 1 en la segunda identidad se obtiene que (vip-n, 1)y =
(divvyp,1)p =0, ast div v, p = 0 en Qp. De esta manera obtenemos la siguiente caracteri-

zacion de Vy,:
V,={¥,cX,:divvyp=0 en Qp, (Vs -n, 1)y =0 y

(2.74)
(Vis m—vpp -n,&)s =0 V& € Ap(X)}.

Como consecuencia de lo anterior, observamos que la siguiente versién discreta de (2.47) se

cumple:

As((Ris, vis), (Rus, vis)) +Ap(vip, vip) = asl|(Ras, vas)||* + Cx [l viplldy o, » (2.75)

para todo (Rys,Vis, Vap) € V, con ag definido en (2.48) y Ck la constante positiva que
satisface (2.7).

2.3.2. Unicidad de la solucion del problema discreto

Comenzaremos estableciento que el operador Jj esta bien definido, o equivalentemente,
que el sistema (2.67) este bien puesto. Para ello observamos primero que, como Hy, (Qs),
Hj 1 (Qs), Hyr, (Qp) v An(X) son subespacios de Ho(div ; Qg), Hp (Qs), Hp (div;Qp) y
H'/2(X), espectivamente, las estimaciones (2.35), (2.36), (2.37), (2.38) y (2.39) se mantienen

asi como (2.40) para cada wy g € H}l,FS(QS)' A su vez tenemos el siguiente resultado.



Lema 2.3.1 Asumir que (H.0) y (H.3) se cumplen. Asumir ademds que k1 > 0 y 0 <
Ko < 4v, para que ag definido en (2.48) sea estrictamente positivo. Entonces para cada

whs € Hj, 1 (Qs), tal que
«
||Wh,S||1,QS S aa (276)
2

1
2

(2.39), respectivamente, se tiene

con a = ;min{ag, Cx} > 0, donde Ck,Cso son constantes positivas que satisfacen (2.7),

Aw, (¥, %) > af|@,]lx, V¥, €V, (2.77)

Demostracion. Anélogo a la demostracion del Lema 2.2.1, (2.77) es una consecuencia directa
de (2.39), (2.75) y del supuesto (2.76).Se omitirdn més detalles. O

Ahora estamos en condiciones de establecer que el problema (2.67) estd bien puesto.

Lema 2.3.2 Asumir que (H.0), (H.1), (H.2) y (H.3) se cumplen. Asumir ademds que
k1 > 0y 0 < Ky < 4v. Entonces, para cada wWps € H}LIS(QS) que satisfaga (2.76) y
cada fs € L*(Qs) y fp € L?(Qp), existe un dnico (®y,p,) € Xy x Qy, solucion de (2.67).

Adicionalmente, la siguiente estimacion se cumple:
_ 1/2
[@4lx < o (42 + 5)"" fsloas + 2000l ) (2.78)
Yy

a— _ 1/2
Ip,lla < 57 (1+a™ (CatCsallwislhas)) (402 + 12) " lfsllons + 2vlfollosy ) - (2:79)

Demostracion. Que el sistema (2.67) tenga tnica solucién se sigue directamente de (2.69),
(2.77) y de la teoria clasica de Babuska-Brezzi. A su vez, aplicando los mismos pasos em-

pleados en la demostracion del Lema 2.2.5 se obtienen las estimaciones (2.78) y (2.79). O
De acuerdo al lema anterior, y andlogo al caso continuo

According to the previous lemma, and analogously to the continuous case, introducimos

el conjunto acotado

My, = {vis € Hjg(0s) © [vaslhos < a7 (47 + K1) fslloes + 2v|[fllo.en) t -

Entonces, asumiendo que (2.58) se cumple, se sigue que el operador del punto fijo J;, definido
a través de (2.67) estd bien definido y satisface J,(My,) € M,. Més aun, bajo las hipdtesis
que fs y fp satisfacen (2.59), obtenemos el resultado principal de estd seccién, a saber, que

el problema (2.65) esta bien puesto. Este resultado se establecera ahora.



Teorema 2.3.3 Asumir que (H.0),(H.1), (H.2) y (H.3) se cumplen y que k1 >0 y 0 <

Ko < 4v. Asumir ademds que las fuerzas externas fs y fp satisfacen (2.59), esto es

C
% (4 + w1)'2lfsllo0s + 2v]fpllogs) < 1.
Entonces, existe un inico (2,,p,) € Xy x Qy solucion de (2.65). Adicionalmente, se tiene
que
1@4lx < ot (@2 + 1) fslos + 20folloss )
o (2.80)
Ip,lla < 87 (1+ a7 Ca + Csa) (402 + ) |Ifsllons + 20l llos ) -

Demostracion. Aplicando las mismas herramientas empleadas en la demostracion del Teo-
rema 7, esto es, las estimaciones (2.77), (2.39) y la suposicién (2.59), se puede deducir
facilmente que J, es una contracciéon en Mj lo cual junto al teorema del punto fijo de
Banach implica la unicidad de la solucién del problema del punto fijo (2.66), o equivalen-
temente, que el problema (2.65) esta bien puesto. Més atin, andlogamente a la demostra-
cién del Teorema ?7?, la estimacién (2.80) se sigue del hecho que la solucién (®,,p,) =
((Th,s,uh,s,uh,D), (pn.D, )\h,uh)) € X; x Qy, satisface (2.78) y (2.79), lo dltimo con wy g =
ups € My, y del supuesto (2.59). O

2.3.3. Estimacion de Cea

Nuestro préximo objetivo es proporcionar la estimacion de Cea para el esquema de
Galerkin (2.65). Para este propésito, consideramos (@, p) = ((Ts, ug, up), (pp, A, ,u)) € X x
Qy (Qh,gh) = ((Th,s,llh,s,uh,D), (Ph.D )\h,uh)) € X}, x Qp, las tnicas soluciones de (2.31)
y (2.65), respectivamente, y notemos que se cumple la siguiente propiedad de ortogonalidad

del error :
Aus(ia lh) - Auh,s(g}wlh) + B(ghvg - Eh> =0 vlh S Xh? ( )
2.81
B(g—gh,gh) =0 Vq, € Qs
A su vez, por simplicidad, denotamos los correspondientes errores como:
es =2 - ®,, y e, =p-p,, (2.82)

y dado ¢, = (Sws,Zns;2np) € Vi y 1, = (7D, Un, () € Qu, escribimos

ep =0p + Mg =(L—¢,)+(p, —L,) v e =0, +n,:=(P—1,)+(r,—p,) (2.83)



El siguiente teorema proporciona la correspondiente estimacion de Cea.

Teorema 2.3.4 Asumir que se cumple (H.0),(H.1), (H.2) y (H.3) y que k; > 0 y 0 <

ke < 4v. Supongamos ademds que

G 1
2 (@2 + ) fslloas + 2lifolloss) < 5- (2.84)

Entonces existe una constante C.., > 0 independiente de h, tal que :
”(Q7B) - (ihvE})HXXQ S Ccea inf H(§7 B) — (lhvﬂh)HXxQ- (285)

(®,,9,)EXn%XQp

Demostracion. De la primera ecuacién de (2.81), aniadiento y restando términos adecuados,

y recordando la definicién de Ay, ¢ (cf. (2.25)), llegamos a

up.g
Ay (es, ¥),) = _Auh,s(gh’gh) + Ay (25, ¥,,) — B(¥,, eg) (2.86)
= —Cugu,s((Trs,;uns), (Ris, vrs)) — B(¥,,,ep),

para todo ¥, = (Rys,Vhs, Vap) € Xy, vy usando las descompocisiones eg = dg + Na Y

ep =0, + Mp, 8¢ deduce que la expresion anterior es equivalente a:

Aus (nga gh) = _Aus (527 ih)_cus—uh,s ((Th,S> uh,S>a (Rh,Sa Vhﬁ)) - B(gh’ 63) - B(lha ng)?

para todo ¥, = (Rys,Vhs, Vip) € Xp,. En particular, para ¥, = 14, notamos que ng € Vy,
asi, haciendo uso de las estimaciones (2.77), (2.39), (2.38), y denotando por du, = Uus — zp,s

Y Mus = Zns — Upg, S€ obtiene que
gl < (Ca+ Cualuslhog) IBallx el + Csal8us I + I )11 I
+Cslnallx[9p]lq:

que junto con el hecho de que [|0ugll1.0 < [0a]lx ¥ M40 < [[1s]/x, implica

(O./ — Cs,gl

%) [mallx < (Ca + Csalluslios + Cs

®,[x) |0a/x + Cslldpllq

Entonces, como ®, satisface (2.78), de la estimacién (2.56) con wg = ug € M y de la

suposicion (2.84), obtenemos facilmente que

Inellx < Cilldallx + Ca|dplq,



con C,Cs > 0 independiente de h, lo que implica que

les|lx < (1+C1)lI0s]lx + Cal|dpllq; (2.87)

Por otro lado, de la igualdad (2.86) se tiene que

B(¥,,n,) = —Aus(ea, ¥),) = Cugu,s((Trs, uns), (Rus, vas)) — B(¥,,0p),

para todo ¥, = (Rys, Vs, Vip) € Xp, y de la condicién inf-sup (2.69), las estimaciones
(2.38), (2.39), (2.40), (2.78) y (2.56) con wg = ug € M, y usando el hecho que ||us —
upsllios < |les|x, se tiene que

B (ghv np)

Blimplla = sup = Gilleallx + Cill9p[la.

lo cual combinado con (2.87) implica

leplle < lInplla + 19pllq < Cslldallx + Csl|dplq, (2.88)

con Cs, Cg > 0, independiente de h. Por lo tanto, recordando que la condicién inf-sup (2.69)
implica la estimacién (see [18, estimate (2.89)])

{ — <ec i — .
inf (@ —Tlx < c if (|2 -B,x, (2.89)

Ehevh

con ¢ > 0 independiente de h, de (2.87) y (2.87) y del hecho que P, = (Sh,S, Zps, zh7D) €V,

v r;, = (hp,Vn, () € Qp son arbitrarios, obtenemos el resultado deseado. O

2.3.4. Un esquema mixto particular de elementos finitos

En esta secciéon procederemos similarmente a [5] y [23] y especificaremos ejemplos de
subespacios de elementos finitos concretos en 2D y 3D que satisfagan las hipdtesis (H.0) —
(H.3). Con este fin, sean 7,° y 7,2 las respectivas triangulaciones de los dominios Qg y
Op, las cuales estan formados por tridngulos regulares (en R?) o tetraedros (en R3) de
didmetro hp, y asumir que ellos coinciden en ¥ entonces 7,° U TP es una triangulacién
de Qs U ¥ U Qp. También consideramos ¥, la particién de ¥ heredada de T,° (o T,P).
Adicionalmente, denotamos por x := (x1,...,2,)* un vector genérico de R" y para cada

T € TP UTP consideramos el espacio local de Raviart-Thomas de orden 0, dado por

RTo(T) = Po(T) & Py(T)x.



Subespacios de elementos finitos en 2D

Aqui proponemos elegir los espacios de elementos finitos H} (Qs), Hy () (x € {S,D})
v Ln(Qp) in (2.62) como sigue:

H(Qg) = {vh € [CQ)2: vilr € PU(T) VT ¢ 775}
H,(Q) = {Th € H(div;9Q,): m|r € RTo(T) VT € 77;} * € {S,D}, (2.90)
La(Qp) = {qh € L) ¢ qulr € P(T) VT € 7;33}.

Observar que Hy(2s) v Ln(Qp) claramente satisfacen (H.0). Adicionalmente, (H.2) es facil
verificar si la secuencia de subespacios esta anidada o si se puede encontrar un espacio mas
grande donde (H.2) se cumpla. Entonces vi0 € Hj, 1 (€s) se puede construir exactamente

como se explica al final de la demostracién de [7, Lemma 3.2].

Ahora, nos dedicaremos a definir el espacio finito dimensional Aj,(3). Con este fin, su-
pongamos que el nimero de bordes de X, es par y sea g, la particién de X que se forma
al unir pares de bordes adyacentes de 3, (si el numero de bordes de ¥j es impar, simple-
mente lo reducimos al caso par uniendo cualquier par de dos elementos adyancentes y luego

construyendo Yo, de esta particién reducida). Entonces, consideramos el conjunto
Ah(E) = {fh S C(Z) : gh |EE Pl(e)‘v’e € Egh}. (291)

y observamos que Fy(X) C An(X). Por lo tanto, como divH,(Q2p) C L,(2p), podemos

obtener facilmente que la hipétesis (H.3) se cumple.

Nos queda por demostrar que la hipdtesis (H.1) se cumple. Para ello recordamos (ver
[22]) que el conjunto de trazas normales de Hy, () = Hy(2p) N Hr, (div; Qp) sobre X
Se define por el subespacio de L*(X) dado por

@h(E) = {¢h X —R: ¢h’e € Po(e)Ve S Zh} (292)

Anélogamente a [30, Lemma A.1] podemos deducir que existe un operador de lifting discreto
L£h:0,(2) = Hyr, (Op), que satisface

1£"(0n)llaiv,0n < clldnll-1/2s v L(¢n) -n=¢n sobre I, (2.93)



para todo ¢, € O,(X). A su vez, de [22, Lema 5.1] recordamos que existe Bs > 0 tal que el

par de subespacios (0,(X), An(X)) satisface la condicién inf-sup discreta:

¢ 75 A

up_{On&als Bllénllizs YV € An(D). (2.94)
oneoy () [|Onll-1/2.3
¢#0

Entonces, debido a la existencia de £, y la estimacién (2.94), es facil ver que (para mas

detalle, ver [22; Lema 4.2]) que existe C' > 0, independiente de h, tal que

(Vip -1, &p)s
sup e

vh,D€Hp 1y (©D) HVh,DHdiVﬂD
vV, D70

> Cll&nll1y2,s (2.95)

Con estas herramientas, estamos en posiciéon de probar la condicién inf-sup (2.70).

Lema 2.3.5 Euxiste ¢; > 0, independiente de h, tal que

(diV VD, th)QD + <Vh,D -1, éﬂh>E

S1,0(qnp,&n) = sup ” > {||qh7D lo.op + ||§h||1/272} ,
vh,DE€Hp 1L QD) Vh,DHdiv Op
v, D#0

(2.96)
para todo (qnp,&n) € Lno(2p) X Ap(X).

Demostracion. Sea (qnp,&n) € Lno(2p) X Ap(X) v en primer lugar observar que se cumple

(div Vi, gn,D)op

Sin(gnp, &) = sup
wnpern@p)  |[Vaplldiv.op
Vi,D7#0

Y

donde ﬁh(QD) = {vpp € Hy(Qp) : vi,p-n =0 sobre 0Qp}. Entonces, empleamos el

analisis de la [18, Seccién 4.3], para obtener

S1n(gnp, &) > é”Qh,D lo.2p, - (2.97)

Por otro lado, estéd claro que

\% ‘N,
Sin(gmi &) > sup  nD Mb)s

wnperty g @p) Va0 lldiv.on
Vh,D7#0

— llgn.pllo.0; (2.98)

lo cual combinado con (2.95), da como resultado

S1r(anps&n) = Cllénllizs — llanplloon-



Por lo tanto, a partir de la tltima estimacién y de (2.97) obtenemos facilmente (2.96), lo

cual concluye la demostracion.
O

Habiendo verificado las hipétesis (H.0) — (H.3), una aplicacién directa del Teorema
2.3.3 da como resultado que el problema (2.65) esté bien planteado y su correspondiente

estimacion de Céa.

Teorema 2.3.6 Sean X;, y Qy los subespacios finito dimensionales definidos por (2.63) en
términos de los espacios especificos dados por (2.90) y (2.91) y asumamos que las hipdtesis
del Teorema 2.3.4 se cumplen. Entonces el esquema de Galerkin (2.65) tiene unica solucion
(2. P,) € Xi X Qu, la cual satisface la estimacion (2.78), (2.79) y (2.85).

Demostracion. Como el supuesto (2.84) implica (2.59) y las hipétesis (H.0) — (H.3) se

cumplen, el resultado se sigue de una aplicacion directa de los Teoremas 2.3.3 y 2.3.4. [

Finalmente, empleando las propiedades de aproximacién de los subespacios de elementos
finitos involucrados (para més detalle, ver [3, 18, 25, 28|), y las estimaciones a priori (2.85),

podemos obtener facilmente el siguiente resultado.

Teorema 2.3.7 Asumir que las hipdtesis del Teorema 2.3.4 se cumplen. Sea (®,p) € XxQ
Yy (ih,gh) € X, X Qp son las unicas soluciones del problema continuo y discreto (2.31) y
(2.65), respectivamente. Asumir ademds que existe 6 > 0 tal que Tg € H°(g), div Ty €
H’(Qg), up € H*(Qp), divup € H(Qp), ug € HFYHQg) y fp € HO(Qp). Entonces, pp €
H*(Qp), A € H*V2(Y), y ewiste, C > 0 independiente de h y de las soluciones continua

y discreta, tal que
1(@,p) — (@4, p,)llxxq < Ch {||Tsllsas + ldiv Ts|lss + lluslls+1.04

| (2.99)
+{[uplls.op + lldivup|lsop + [[Ppllsion ) -

Demostracion. De la primera ecuacién de (2.31) (ver ec. (2.15)) obtenemos facilmente que
Klup = —Vpp + fp en Qp, lo que implica que pp € H'(X), de donde \ = pp |s€
H'/2+3(%3). El resto de la demostracién se sigue de la estimacién a priori (2.85), las pro-
piedades de aproximacion de los espacios discretos involucrados y del hecho que, debido al

teorema de trazas en (p, se tiene

[Alls11/22 < cllppllstiap-



Subespacios de elementos finitos en 3D

Consideremos ahora los espacios discretos:

H!(Qs) = {vh e [CW)P: valr € PU(T) VT € TF }
H,(Q) = {Th € H(div;Q,): m|r € RTo(T) VT € 77:} * € {S,D}, (2.100)
Lo(Qp) = {qh € L2(Qp) : aqulr € P(T) VT e 7;33}.

Ahora, para definir el espacio discreto para la incognita A, introducimos una triangulacién
independiente > de X, por tridngulos K de didmetro /f;, y definimos ﬁg = mzix{ﬁK K e

¥+ }. Entonces, denotando por 9% el limite poligonal de ¥, definimos
A(Z)={& eCE): &lxk e A(K) VK eX;}. (2.101)

De esta forma, definimos los espacios globales X, y Qj, combinando (2.62), (2.63), (2.100),
v (2.101).

Ahora, para verificar las hipdtesis (H.0)—(H.3) observamos que aplicando los mismos
argumentos que para el para el caso 2D, se sigue que (H.0), (H.2) y (H.3) se cumplen.
Sin embargo, para la condicién inf-sup en (H.1) necesitamos proceder diferente al caso 2D
y aplicar [19, Lema 7.5]. Mds precisamente, utilizando [19, Lema 7.5] se concluye que existe
Coy € (0,1) tal que para cada par (hg,ﬁg) que verifica hy < Cg/f\l,z, la condicién inf-sup (2.95)
se cumple. De acuerdo a esto, podemos proceder de manera analoga a la demostracion del
Lema 2.3.5 para verificar (H.1).

Habiendo verificado las hipétesis (H.0)—(H.3) concluimos que el esquema de Galerkin
(2.65) definido con los espacios (2.100) estd bien planteado. En adicién, debido nuevamente
a las propiedades de aproximacién de los subespacios de elementos finitos involucrados (ver
[3, 18, 25, 28]) y la estimacion a priori (2.85),

owing again to the approximations properties of the finite element subspaces involved

(see, e.g. [3, 18, 25, 28]), and the a priori estimate (2.85), el siguiente resultado se cumple:

Teorema 2.3.8 Asumir que las hipotesis del Teorema 2.3.4 se cumplen. Sean (Q,B) €

XxQuy (Qh,gh) € Xy x Qp las unicas soluciones del problema continuo y discreto (2.31)



y (2.65), respectivamente. Supongamos ademds que existe § > 0 tal que Ts € H°(Qg),
div Tq € H(S(Qs), up € H(S(QD), divup € Hé(QD), ug € H6+1(Qs) and fp € Hé(QD>
Entonces, pp € H* ' (Qp), A € H*V2(X), y ewxiste, C > 0 independiente de h vy de las

soluciones continuas y discretas, tal que

1(@,p) — (25, p,)lIxxq < C’ {[| Ts|lss + |ldiv Tsllsas + [[uslsi1.00

. (2.102)
+[[upllsp + [[divupl|sap, + [IPolls+1.00 } -



Capitulo 3

Ejemplos nimericos

En esta seccion presentaremos tres ejemplos los cuales ilustran el rendimiento del es-
quema mixto de elementos finitos aumentado (2.65) sobre un conjunto de triangulaciones
uniformes de los correspondientes dominios y consideraremos los espacios de elementos fini-
tos mixtos introducidos en la Seccién 2.3.4. La implementacién del método esta basada en
un c6digo FreeFem++ (see [27]), en conjuncién con el solucionador lineal directo UMFPACK
(see [12]). Con respecto a la implementacién del método iterativo, las iteraciones son termi-
nadas una vez que el error relativo de todos los vectores de coeficientes entre dos iteraciones
consecutivas es suficientemente pequeno, es decir
fF ! — coeff™||;»
|coeff™ |2

, donde || - [|;2 es la norma estdndar 1> en RY, con N denotando el ntimero total de grados de

||coe

< tol,

libertad que definen los subespacios de elementos finitos X y Qp, y tol es la tolerancia fija
que se especificara en cada ejemplo. Para cada ejemplo simplemente tomamos (0,0) como

estimacion inicial.

Se utilizardn ademas las siguientes notaciones. Consideraremos como hy, := méx{h, : e €
Yon} y, al igual que en la Seccién 3.3, los errores de cada variable se denotaran como et :=
Ts —Th, €y =Us — Uy, €,y = Up — Upyp, €, = Pp — DPrD Y €1 = A — A,. Ademads, sean

I'rg, Tugs Tup, Tpp Y Ta los radios de convergencia experimentales, definidos como

r — 10g(eTs/e{I‘S) r ':log(eus/e/us) r — log(euD/e{lD)
TS Tlog(hs/hy) ™ log(hs/hy) ™ log(hp/hiy)
 log(epy/€),) log(ey/eh)

ry

o Tog(hp/hh) T og(hs/he)

37



donde hy y R, (* € {S,D, X}) denotan dos tamanos de malla consecutivo con sus respectivos
errores e,€ (o e, e’). Para cada ejemplo que veremos a continuacién consideraremos los

parametros ap = 1,p=1y K =1

En nuestro primer ejemplo, consideraremos el dominio poroso Qp := (—1/2,1/2) x (0, —1/2)
acoplado al dominio fluido en forma de semidisco dado por Qg := {(z1,72) : 2 + 23 <

1/22y z9 > 0}. Los datos fs y fp se escojen de modo que la solucién exacta este dada por

as(x) ::< cos(my ) sin(mas) ) .

— cos(mxy) sin(mry)
para todo x = (z1,22) € Qg, v

64
up(x) = —?xg(x% —0.25) cos(mxy) en Qp
—16sin(7zy) (x5 — 0.25)2

pp(x) :=cos(x1) + axy, Vx = (z1,29) € Qp

con a una constante que se escoge de modo que [ pp = 0. Notar que la solucién satisface
Us - n = up - n sobre ¥ y la condicién de contorno up - n = 0 sobre I'p. Sin embargo, la
condicion de contorno Dirichlet para la velocidad de Navier Stokes sobre I's no es homogénea.

Entonces, debemos modificar el funcional de la siguiente manera

F(g) = QV(fs,Vs)QS + QV(fD, VD)QD — Iil(fs, div RS)QS =+ 2M<Rsn, lls)rs VE e X.

En nuestro segundo ejemplo, consideraremos las regiones Qg := (0,1) x (1,2) y Qp = (0, 1) x

(0,1). Los datos fs y fp se escogen de manera que la solucién exacta este dada por

(572)sin (5)

—cos | =x9 ) sin [ =23

2 2

us (X) = CoSs <Ex ) sin (Zx )
21 272

para todo x = (z1,22) € Qg y
4 s
Zgin (2 1
- smﬂ(za:l) (g — 1)
Cos <§x1> (219 — 23)

2 7 T 32
pp (X) = - cos (53(:1) cos <§x2> — Fxg(azl - 1), Vx = (21,29) € Qp

up (x) :=



En los cuadros 3.1 y 3.2 se resume el historial de convergencia para la secuencia de
triangularizaciones uniformes, considerando los espacios de elementos finitos descritos en la
Seccién 2.3.4, y resolviendo ambos problemas no lineales con una tolerancia tol = 107%. Notar
que, en ambos ejemplos la tasa de convergencia O(h) prevista por el Teorema , se alcanza
en todas las variables. De esta forma, para el primer ejemplo, en la figura 3.1 se observa
la segunda componente del vector velocidad u, = (upg,upp) (izquierda) y la magnitud
del vector velocidad (derecha) con N = 411915, y siguiendo esta linea en la figura 3.2 se
muestra la primera fila del tensor aproximado T}, y la presién aproximada pj p, ambas con
N = 411915. A continuacién, para el Ejemplo 2, en la figura 3.3 a la izquierda se muestra
la segunda componenente del vector velocidad uy, mientras que a la derecha se muestra
la magnitud del vector velocidad, con N = 1007107. En particular, notar que tanto en la
figura 3.1 como en la figura 3.3 (a la derecha) se ve graficamente que el método preserva
la direccién de las velocidades sobre ¥, como se esperaba. Finalmente, en las figura3.4 se
muestra la primera fila del tensor T}, g (izquierda) y la presién aproximada pp (derecha) con
N =1007107.

Figura 3.1: segunda componente de ug , y up 5 y magnitud del vector velocidad u;, (EJEMPLO
1)
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Figura 3.2: primera fila del tensor aproximado T}, y presién aproximada p,p (EJEMPLO 1)



Cuadro 3.1: Grados de libertad N, tamano de la malla h, errores, y radio de convergencia
para la aproximacion mixta del problema acoplado de the Navier-Stokes/Darcy. (EJEMPLO
1:)

N hg ery It Cug Iy
458 0.1901 | 1.1196 - 0.3459 -
1707  0.0911 | 0.5638 0.9302 | 0.1679 0.9801
6588  0.0486 | 0.2825 1.0972 | 0.0833 1.1122

26399  0.0242 | 0.1374 1.0353 | 0.0414 1.0064
103855 0.0134 | 0.0696 1.0822 | 0.0208 1.0935
411915 0.0077 | 0.0352 1.1468 | 0.0104 1.1630

N hp Cup Tup €pp "pp
458 0.2001 | 0.0056 - 0.0872 -
1707  0.0937 | 0.0027 0.9807 | 0.0442 0.8979
6588  0.0470 | 0.0012 1.1002 | 0.0219 1.0138

26399  0.0250 | 0.0006 1.1380 | 0.0107 1.1257
103855 0.0129 | 0.0003 1.0944 | 0.0054 1.0338
411915 0.0068 | 0.0001 1.0811 | 0.0027 1.0838
N hg €\ X
458 0.125 | 0.0169 -
1707 0.0625 | 0.0069 1.3016
6588  0.0313 | 0.0036 0.9391
26399 0.0156 | 0.0019 0.9338
103855 0.0078 | 0.0009 1.0351
411915 0.0039 | 0.0005 0.9732

S

En el tercer ejemplo nos centraremos en el rendimiento del método iterativo con respecto
a la viscosidad v. Con este fin consideraremos los dominios 2 = Qg U X U Qp, con g :=
(—1/2,3/2) x (0,1/2) y Qp = (—1/2,3/2) x (0,—1/2). De esta manera, los términos del

lado derecho son ajustados de manera que la solucién exacta esta dada por las funciones:

1 — e cos(2mxs)

ug(x) = ( T e sin(27mxs) ) en i
2m
para todo x = (x1,22) € s, ¥y

o (x14+0.5)(z1 — 1.5) on
up = ( (s + (231 — 1) ) Op
pp = (21 — 0.5)3(zy + 1), Vx = (z1,22) € Qp

donde
—8r

V2 4 1672 4 pt




Cuadro 3.2: Grados de libertad N, tamano de la malla h,, errores, y radios de convergencia
para la aproximaciéon mixta del problema de Navier—Stokes/Darcy con v = 1y k; = v/2
and ko = 2k2. (EJEMPLO 2:)

N hg eTg rrg Cug Iy
1109 0.1901 | 0.2747 - 0.1173 -
4117 0.1021 | 0.1379 1.1074 | 0.0597 1.0866
16140  0.0507 | 0.0690 0.9898 | 0.0293 1.0177
63795  0.0271 | 0.0345 1.1084 | 0.0148 1.0887

255668  0.0135 | 0.0171 1.0096 | 0.0074 0.9999
1007107 0.0073 | 0.0085 1.1238 | 0.0036 1.1402

N hp Cup Tup €pp "pp
1109 0.1901 | 0.0138 - 0.0322 -
4117 0.0966 | 0.0069 1.0374 | 0.0163 1.0112
16140  0.0573 | 0.0034 1.3207 | 0.0079 1.3752
63795  0.0259 | 0.0017 0.8773 | 0.0040 0.8732

255668  0.0135 | 0.0009 1.0727 | 0.0020 1.0591
1007107 0.0070 | 0.0004 1.0475 | 0.0010 1.0414
N hg (5 B
1109 0.1250 | 0.0246 -

4117 0.0625 | 0.0124 0.9952
16140  0.0313 | 0.0061 1.0082
63795  0.0156 | 0.0029 1.0742
255668  0.0078 | 0.0015 1.0062
1007107 0.0039 | 0.0007 1.0122

S

Notar que ug es conocida como la solucién analitica del problema de Navier—Stokes obtenida

por Kovasznay en [27], la cual es estudiada en la frontera {—1/2} x (0,2). En el Cuadro 3.3

mostraremos el comportamiento del métod iterativo como una funcién de v, considerando
diferentes tamanos de malla y considerando h := méx{hs; hp}, y una tolerancia tol = le—04.
Los experimentos niimericos para valores més pequenos de v no se consideraran debido a que
el método iterativo necesita de muchas iteraciones para lograr convergencia (mas de 100).
Siguiendo en esta linea los resultados nimericos en el Cuadro 3.4 muestran el historial de
convergencia para una secuencia de triangulaciones uniformes, considerando la viscosidad
v = 0.1. Se vera que las incognitas involucradas en este problema, satisfacen el radio de

convergencia O(h) proporcionado por el Teorema 3.



Cuadro 3.3: Historial de convergencia del método iterativo, con respecto al parametro
v.(EJEMPLO 3:)

i h=0.37499 h=0.20009 h=0.09576 h =0.04915 h =0.02698 h = 0.01392

1 ) 4 4 4 4 4
0.1 10 8 8 8 9 9
0.01 - - - 93 65 68

e

Figura 3.3: segunda componente de ug , y up , y magnitud del vector velocidad u, (EJEMPLO
2)
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Figura 3.4: primera fila del tensor aproximado T}, y de la presién aproximada p, p (EJEMPLO
2)



Cuadro 3.4: Grados de libertad N, tamano de la malla h,, errores, y radios de convergencia
para la aproximacién mixta del problema de Navier—Stokes/Darcy con v = 0.1y x; = 1%/3
and ko = 3v. (EJEMPLO 3:)

N hg erg rrg Cug Iy
284 0.3536 | 2.2341 - 1.8824 -
1034  0.2001 | 0.9226 1.5537 | 0.8833 1.3293
4125 0.0958 | 0.3279 1.4037 | 0.4215 1.0040
14886 0.0492 | 0.1353 1.3278 | 0.2136 1.0189
60055  0.0270 | 0.0620 1.3013 | 0.1061 1.1660
231080 0.0139 | 0.0301 1.0904 | 0.0531 1.0477
N hp Cup Tup €pp "pp
284 0.3750 | 0.2980 - 0.0665 -
1034  0.2001 | 0.1474 1.1205 | 0.0317 1.1786
4125  0.0950 | 0.0678 1.0436 | 0.0145 1.0509
14886  0.0485 | 0.0347 0.9939 | 0.0072 1.0360
60055 0.0254 | 0.0172 1.0864 | 0.0037 1.0426
231080 0.0160 | 0.0086 1.4990 | 0.0018 1.5167
N hg (Y BN
284 0.1250 | 0.1674 -
1034 0.0625 | 0.0651 1.3622
4125  0.0313 | 0.0232 1.4877
14886  0.0156 | 0.0084 1.4611
60055 0.0078 | 0.0031 1.4434
231080 0.0039 | 0.0012 1.4117

S
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