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Resumen

El objetivo de esta tesis es introducir y analizar un nuevo esquema mixto-aumentado pa-

ra el problema acoplado de Navier–Stokes–Darcy estacionario. El enfoque que emplearemos

consiste en utilizar, para la región de fluido libre, una técnica previamente aplicada a las ecua-

ciones estacionarias de Navier–Stokes en la cual se introduce un tensor de pseudo-esfuerzo

modificado que relaciona la presión con los términos difusivo y convectivo. Adicionalmente,

usando la condición de incompresibilidad, se elimina la presión, y como el término convectivo

fuerza a la velocidad del fluido a vivir en un espacio más pequeño de lo usual, aumentamos

la formulación resultante con términos residuales adecuados, provenientes de la ecuación

constitutiva y de la ecuación de equilibrio. Por otro lado, en la región de Darcy aplicamos la

formulación mixta usual, la cual induce la introducción de la traza de la presión en el medio

poroso como un multiplicador de Lagrange. Esto último está relacionado con el hecho que

la condición de transmisión que involucra conservación de masa se vuelve esencial y debe

ser impuesta débilmente. De este modo, obtenemos una formulación con cinco incógnitas

dadas por el tensor de pseudo-esfuerzo y la velocidad en el fluido, la velocidad y la presión

en el medio poroso, y el ya mencionado multiplicador de Lagrange. El análisis de existencia

y unicidad de solución de nuestro esquema se lleva a cabo combinando la teoŕıa clásica de

Babuška–Brezzi y el teorema de punto fijo de Banach. A su vez, a nivel discreto se definen

subespacios de elementos finitos genéricos y se plantean hipótesis adecuadas sobre estos de

forma que, adaptando adecuadamente los argumentos utilizados en el análisis del proble-

ma continuo, se pueda probar que el esquema de Galerkin resultante está bien puesto y

es convergente. En particular, elementos de Raviart-Thomas de orden bajo para el tensor

de pseudo-esfuerzo y la velocidad de Darcy, funciones continuas y lineales a trozos para la

velocidad del fluido libre, funciones constantes a trozos para la presión de Darcy, junto con

elementos continuos y lineales a trozos para el multiplicador de Lagrange, constituyen una

elección adecuada. Finalmente, proporcionaremos algunos resultados númericos para ilus-
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trar el buen comportamiento del método de Galerkin propuesto y para confirmar la tasa de

convergencia teórica.



Caṕıtulo 1

Introducción

En esta tesis introducimos un nuevo esquema de elementos finitos para resolver numérica-

mente el acomplamiento de un fluido libre, gobernado por las ecuaciones de Navier-Stokes,

con un medio poroso, modelado por la ley de Darcy, acoplados a través de condiciones

de interfase dadas por la ley conservación de masa, balance de fuerzas normales y la ley

de Beavers–Joseph–Saffman. Más precisamente, utilizando un enfoque introducido recien-

temente para las ecuaciones de Navier–Stokes estacionarias, basado en la introducción de

un tensor de pseudo-esfuerzo que relaciona el término difusivo con el término convectivo y

la presión, y considerando la formulación mixta usual de para ley de Darcy, la cual indu-

ce la introducción de la traza de la presión en el medio poroso como un multiplicador de

Lagrange asociado, proponemos un nuevo esquema de elementos finitos mixto aumentado

para el problema acoplado, donde el ya mencionado tensor de pseudo-esfuerzo, junto con el

multiplicador de Langrange la velocidad del fluido en ambos dominios y la presión de Darcy,

constituyen las incógnitas principales del sistema. La presión en la región del fluido libre, aśı

como el gradiente de la velocidad del fluido y el tensor de esfuerzo, pueden ser recuperados

facilmente a través de un post-proceso.

Un número considerable de documentos cient́ıficos se han introducido en las últimas

décadas para proponer nuevas técnicas númericas para resolver computacionalmente el sis-

tema acoplado de Navier–Stokes–Darcy, o su versión linealizada donde las ecuaciones de

Stokes se consideran en vez del sistema de Navier–Stokes. Lo anterior se debe a las distintas

aplicaciones que tiene este tipo de modelos en diferentes áreas de interés, tales como medi-

cina, ingenieŕıa petrolera, y ciencias ambientales, etc. (ver e.g. [1, 4, 5, 11, 13, 14, 15, 17,

20, 21, 22, 24, 26, 31, 33] y las referencias en los mismos). La lista anterior incluye métodos
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iterativos, métodos mortar, métodos de Galerkin discontinuo (DG) y esquemas de Galerkin

discontinuo hibridizable (HDG), aśı como formulaciones estabilizadas. En general, la mayor

parte de las formulaciones de elementos finitos están basadas en la utilización de discretiza-

ciones de la velocidad y la presión para la parte del fluido libre del sistema acoplado (ver,

por ejemplo [1, 11, 13, 14, 17, 26, 31, 33]). Sin embargo, en esta tesis nos concentraremos en

esquemas basados en formulaciones duales-mixtas para el fluido libre, las cuales han ganado

un gran interés últimamente, debido principalmente al hecho que, por un lado, permiten uni-

ficar el análisis para fluidos Newtonianos y no-Newtonianos, y por otro lado, nos permiten

aproximar diversas variables de interés f́ısico, ya sea directamente a través de la formulación

empleada, o usando fórmulas de post-proceso.

Volviendo al módelo de Stokes-Darcy, en [5, 22, 20] se introdujo un nuevo método de ele-

mentos finitos mixto para aproximar la solución del sistema acoplado, considerando fluidos

Newtonianos (en [5, 22]) y no-Newtonianos (en [20]). Estos métodos se basan en la intro-

ducción de un tensor de pseudo-esfuerzo (en [20, 22]) o de esfuerzo (en [5]), lo que permite,

por un lado, unificar el análisis, y por otro lado, emplear la misma familia de elementos

finitos en ambos dominios. En particular, en [5], dos nuevas formulaciones mixtas fueron in-

troducidas para el sistema lineal acoplado. El primero extiende [22] introduciendo una nueva

formulación mixta donde se considera el tensor de esfuero en vez del de pseudo-esfuerzo

en el dominio de fluido libre, lo que induce a la introducción de la vorticidad como una

incógnita adicional. A su vez, la ya mencionada formulación basada en el tensor de esfuerzo

se aumenta parcialmente con términos de mı́nimos cuadrados de tipo Galerkin provenientes

de las ecuación constitutiva y de equilibrio de la ecuaciones de Stokes, y de la relación que

define la vorticidad en términos de la velocidad del fluido, dando origen de esta manera al

segundo método. La mayor ventaja de esté último método es la flexibilidad al momento de

elegir subespacios discretos para las variables en el dominio de Stokes ya que no se necesitan

condiciones inf-sup para obtener estabilidad del método.

Por otro lado, los resultados obtenidos en [20] se extendieron recientemente en [9] al

problema acoplado de Navier–Stokes–Darcy, considerando densidad constante y viscosidad

variable en la región de fluido libre. Debido a la no linealidad relacionada con la viscosidad,

se introduce el gradiente de velocidad como incógnita adicional, que junto al esfuerzo, la

vorticidad, la velocidad del fluido en ambos dominios, la presión del medio poroso y dos

multiplicadores de Lagrange; a saber, la traza de la presión del medio poroso y la velocidad

del fluido en la interfase, constituyen las incógnitas principales del sistema. Adicionalmente,



como el término convectivo del módelo de Navier-Stokes fuerza a la velocidad a vivir en un

espacio mas pequeño que L2, procediendo como en [6, 8, 7] se propone buscar la velocidad

en H1 y consecuentemente la formulación variacional resultante es aumentada con términos

residuales que provienen de las ecuaciones constitutivas y de equilibrio de Navier–Stokes

y las fórmulas que relacionan los tensores de vorticidad y de deformación. Al igual que el

segundo método en [5], esté último también permite una mayor flexibilidad a la hora de

elegir subespacios discretos para las variables en el dominio de Navier–Stokes.

El próposito de esta tesis es contribuir al estudio de aproximaciones numércias para el

acoplamiento de fluidos con medios porosos, introduciendo una nuevo esquema aumenta-

do para el acoplamiento de Navier–Stokes–Darcy estacionario. Aqúı, procedemos de forma

análoga a [7] en la región de Navier–Stokes, y a diferencia de [5] y [9], aprovechamos del hecho

que la velocidad del fluido está considerada en H1 y aśı evitamos introducir la vorticidad y

la traza de la velocidad del fluido sobre la interfase como incógnita adicional. De esta forma,

obtenemos un método más sencillo que consiste en un esquema de sólo 5 incógnitas.

El resto de la tesis se organizará como sigue. En la Sección 2.1 recordaremos el problema

modelo y reescribiremos las ecuaciones fuertes como un sistema de ecuaciones de primer

orden. En la Sección 2.2, derivaremos la formulación variacional aumentada, la cual, a dife-

rencia de [5, 9] no incluye la vorticidad ni la traza de la velocidad del fluido en la interfase

como incógnitas auxiliares. A continuación, procederemos con el análisis de existencia y uni-

cidad de solución de nuestro problema, principalmente a través del teorema de Banach y

la teoria clásica de Babuška–Berzzi, asumiendo que los datos son suficientemente pequeños.

A su vez, en Sección 2.3, estudiaremos el esquema de Galerkin asociado correspondiente

utilizando la versión discreta de la estrategia de punto fijo desarrollada en Sección 2.2. Adi-

cionalmente, en Sección 2.3 se deduce, bajo supuestos similares sobre el tamaño de los datos,

la estimación de error a priori y se derivan las tasas de convergencia correspondientes para

una elección particular de subespacios discretos. Finalmente, en el Caṕıtulo 3 se ilustran al-

gunos ejemplos númericos para corroborar el buen comportamiento del método y confirmar

las tasas de convergencia teóricas.

Concluimos esta sección recordando algunas definiciones y fijando algunas notaciones.

Dados los vectores v = (vi)i=1,n y w = (wi)i=1,n, con n ∈ {2, 3}, se definen los operadores



gradiente, divergencia, y producto tensorial, como

∇v :=

(
∂vi
∂xj

)
i,j=1,n

, div v :=
n∑
j=1

∂vj
∂xj

, y v ⊗w := (viwj)i,j=1,n.

Además, para cualquier par de tensores S = (Sij)i,j=1,n y R := (Rij)i,j=1,n, definimos la

transpuesta, la traza, el producto tensorial interno, y el tensor desviador, respectivamente,

como

St := (Sji)i,j=1,n, tr (S) :=
n∑
i=1

Sii, S : R :=
n∑

i,j=1

SijRij, y Sd := S− 1

n
tr (S)I,

donde I es la matriz identidad en Rn×n. Para evitar cualquier tipo de confusiones, |·| denotará

la norma Euclidiana en Rn ó Rn×n. Adicionalmente, utilizaremos la terminoloǵıa estándar

simplificada para los espacios de Sobolev y normas. En particular, si O es un dominio, Γ

es una curva de Lipschitz abierta o cerrada (superficie en R3, respectivamente ), y r ∈ R,

definimos

Hr(O) := [Hr(O)]n, Hr(O) := [Hr(O)]n×n, y Hr(Γ) := [Hr(Γ)]n,

y para r = 0 adoptaremos la convención usual de escritura L2(O),L2(O), y L2(Γ) en vez

de H0(O),H0(O), y H0(Γ), respectivamente. Denotaremos las correspondientes normas por

‖ · ‖r,O para Hr(O), Hr(O) y Hr(O), y ‖ · ‖r,Γ para Hr(Γ) y Hr(Γ). También escribiremos

| · |r,O para seminorma Hr. Adicionalmente, recordaremos que

H(div ;O) :=
{
w ∈ L2(O) : div w ∈ L2(O)

}
,

es un espacio de Hilbert estándar( ver, e.g. [3, 25]), y el espacio de las matrices cuyas

filas son funciones que pertenecen a H(div ;O) serán denotadas por H(div ;O). La norma

de H(div ;O) y H(div ;O) será denotada por ‖ · ‖div ,O y ‖ · ‖div ,O, respectivamente. Notar

además que H(div ;O) se puede caracterizar como el espacio de las funciones matriciales S tal

que ctS ∈ H(div ;O) para cualquier vector columna con entradas reales c. Adicionalmente,

se cumple la siguiente propiedad

H(div ;O) = H0(div ;O) ⊕ P0(O) I , (1.1)

donde

H0(div ;O) :=

{
S ∈ H(div ;O) :

∫
O

tr S = 0

}
(1.2)



y P0(O) es el espacio de polinomios constantes sobre O. Más precisamente, cada S ∈
H(div ;O) puede ser descompuesto únicamente como:

S = S0 + c I , with S0 ∈ H0(div ;O) y c :=
1

n |O|

∫
O

tr S ∈ R . (1.3)

Dicha descomposición se utilizara en el análisis posterior de formulaciones débiles.

Además, dado un entero k ≥ 0, el conjunto M ⊆ Rn, Pk(M) denota el espacio de los

polinomios sobre M de grado ≤ k. Adicionalmente, consideramos Pk(M) := [Pk(M)]n and

Pk(M) := [Pk(M)]n×n. Finalmente, en todo el resto de este documento, emplearemos 0 para

denotar cualquier vector nulo genérico (incluidos funcionales y operadores nulos), y usaremos

C y c, con o sin sub́ındices, barras, tildes o sombreros para denotar las constantes genéricas

independientes de la discretización, las cuales pueden tomar distintos valores en diferentes

espacios.

Por otro lado, los simbolos para los productor internos de L2(Γ) y L2(Γ),

〈ξ, λ〉Γ :=

∫
Γ

ξλ, 〈ξ,λ〉Γ :=

∫
Γ

ξ · λ

se emplearán para sus respectivas extensiones, como los producto duales H−1/2(Σ)×H1/2(Σ)

y H−1/2(Σ)×H1/2(Σ).



Caṕıtulo 2

Un nuevo método de elementos finitos
mixtos aumentados para el problema
de Navier–Stokes – Darcy

2.1. Problema modelo

Comenzaremos describiendo la geometŕıa del problema. Con este fin, consideraremos los

dominios poligonales acotados y simplemente conectados ΩS y ΩD en Rn, n ∈ {2, 3}, tal que

∂ΩS ∩ ∂ΩD = Σ 6= ∅ y ΩS ∩ ΩD = ∅, y sea ΓS := ∂ΩS \ Σ̄ y ΓD := ∂ΩD \ Σ̄. Sobre las

fronteras consideraremos el vector normal unitario n, el cual se escoje de manera que apunte

hacia afuera de ΩS ∪ Σ ∪ ΩD y ΩS( y por lo tanto apunta hacia el interior de ΩD, cuando

es visto desde Σ). Adicionalmente en Σ consideraremos una base local ortonormal para el

hiperplano tangente, dado por {t1, · · · , tn−1}. Para una representación bidimensional de la

geometŕıa del problema, ver la figura 2.1, donde simplemente denotamos t = t1

Nuestro problema acoplado consiste en dos sets de ecuaciones que describen el comporta-

miento del fluido en ambos dominios, ΩS y ΩD, y el set de condiciones en la interfase Σ. Más

precisamente, en ΩS las ecuaciones que rigen el problema Navier – Stokes con viscosidad y

densidad constantes, son:

σS = 2 ν e(uS) − pSI en ΩS , ρ(uS · ∇)uS − divσS = fS en ΩS ,

div uS = 0 en ΩS , uS = 0 sobre ΓS

(2.1)

donde uS denota la velocidad del fluido, pS es la presión, ν > 0 y ρ > 0 la viscosidad y la
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Figura 2.1: Configuración geométrica del modelo Navier/Stokes–Darcy

densidad, respectivamente,σS es el tensor de esfuerzo de Cauchy, fS es una fuerza externa

dada, la cual está definida sobre un espacio que se especificará más adelante, y e es el tensor

de deformación, dado por

e(uS) :=
1

2
(∇uS + (∇uS)t),

donde el sub́ındice t denota transposición. Mientrás las ecuaciones fuertes de Navier–Stokes

son presentadas para describir el comportamiento del fluido en ΩS, a lo largo de este docu-

mento presentaremos una versión equivalente de (2.1) basado en la introducción de un tensor

de pseudo-estreés que relaciona el tensor σ con el término convectivo. Más precisamente, de

manera análoga a [6] y [9], introducimos el tensor no lineal de pseudo-éstres

TS := σS − ρ(uS ⊗ uS) = 2νe(uS) − pSI − ρ(uS ⊗ uS), (2.2)

y debido a la condición de incompresibilidad tr (e(uS)) = div uS = 0 en ΩS, podemos deducir

las siguientes identidades

pS = − 1

n
{tr (TS) + tr (uS ⊗ uS)} en ΩS y − div TS = fS. (2.3)

Notar que la primera identidad nos permite eliminar la incógnita presión en (2.1), obteniendo

Td
S = 2νe(uS)− (uS ⊗ uS)d en ΩS.

Entonces, considerando

ω(uS) :=
1

2
(∇uS − (∇uS)t), (2.4)



las ecuaciones de Navier-Stokes (2.1) pueden ser reescritas equivalentemente como:

Td
S = 2ν∇uS − 2νω(uS) + ρ(uS ⊗ uS)d en ΩS , −div TS = fS en ΩS ,

TS = Tt
S en ΩS, y uS = 0 sobre ΓS.

(2.5)

En el medio poroso ΩD consideraremos el modelo de Darcy:

K−1uD = −∇pD + fD en ΩD ,

div uD = 0 en ΩD , uD · n = 0 sobre ΓD

(2.6)

donde uD es la velocidad y pD es la presión. La función matricial con valores en los reales K

que describe la permeabilidad de ΩD dividida por la viscosidad ν, satisface Kt = K, además

K ∈ L∞(ΩD) y es uniformemente eĺıptica, esto es, existe C > 0, tal que

α ·K(x)α ≥ CK‖α‖2, (2.7)

para casi todo x ∈ ΩD y para todo α ∈ Rn. Finalmente fD es una fuerza externa dada, que

representa la gravedad.

Concluimos la descripción del sistema acoplado introduciendo las condiciones de transmisión

en la interfase Σ:

uS · n = uD · n sobre Σ (2.8)

y

σSn +
n−1∑
l=1

wl(uS · tl)tl = −pDn sobre Σ. (2.9)

Donde el conjunto {w1, . . . , wn−1} representa las constantes de fricción positivas, que son

determinadas experimentalmente. La condición (2.8) corresponde a la ley de conservación

de masas sobre Σ. mientras que (2.9) puede ser descompuesta en sus componentes normal y

tangencial, como sigue:

(σSn) · n = −pD y (σSn) · tl = −wl(uS · tl), l = 1, . . . , n− 1. (2.10)

La primera condición en (2.10) corresponde al balance de las fuerzas normales, mientras que

la segunda condición es conocida como la ley de Beavers-Joseph-Saffman, la cual estable-

ce que la velocidad de deslizamiento es proporcional al esfuerzo de corte a lo largo de Σ

(asumiendo también, basándonos en evidencia experimental, que uD · tl, l = 1, . . . , n− 1 es

despreciable). Para más detalles sobre la condición de interfase, nos referimos a [2, 29, 32].



Notar que la ecuación (2.9) puede ser reescrita en términos del tensor TS como

TSn = −ρ(uS ⊗ uS)n −
n−1∑
l=1

wl(uS · tl)tl − pDn sobre Σ, (2.11)

la cual emplearemos en lugar de (2.9).

2.2. Problema continuo

En esta sección se presentará la formulación mixta aumentada de nuestro problema y se

abordará su resolución.

2.2.1. El problema variacional mixto aumentado

En lo que sigue obtendremos la formulación variacional de nuestro problema modelo

basado en ecuaciones (2.5),(2.6), (2.8) y (2.11). Para hacerlo, introduciremos los siguientes

espacios de Hilbert

H1
ΓS

(ΩS) := {vS ∈ H1(ΩS) vS|ΓS
:= 0},

HΓD
(div ,ΩD) := {vD ∈ H(div ,ΩD) : vD · n = 0 ∈ ΓD},

y las identidades

Td : R = Td : Rd y (ω(u),R)Ω =
1

2
(curl (u), as(R))Ω, (2.12)

con

curl (v) :=


∂v2

∂x1

− ∂v1

∂x2

en R2,

∇× v :=

(
∂v3

∂x2

− ∂v2

∂x3

,
∂v1

∂x3

− ∂v3

∂x1

,
∂v2

∂x1

− ∂v1

∂x2

)
en R3,

para todo v ∈ H1(ΩS), y para todo T,R ∈ L(ΩS), con

y

as(R) :=

{
R21 −R12 en R2,

(R32 −R23, R13 −R31, R21 −R12) en R3.



Adicionalmente, dado ? ∈ {S,D}, en lo que sigue usaremos la notación :

(u, v)? :=

∫
Ω?

uv, (u,v)Ω? :=

∫
Ω?

u · v, (σ, τ )Ω? :=

∫
Ω?

σ : τ .

En primer lugar, para las ecuaciones (2.5) procedemos análogamente a [6]. Más pre-

cisamente multiplicamos la primera y la segunda ecuación de (2.5) por las funciones test

RS ∈ H(div ; ΩS) y vS ∈ H1
ΓS

(ΩS), respectivamente, y luego procedemos integrando por par-

tes, una vez para la ecuación multiplicada por RS y dos veces para la multiplicada por vS. De

esta forma utilizando la condición de contorno Dirichlet uS = 0 sobre ΓS y la condición de

interfase (2.11), y haciendo uso de la identidad 〈(u⊗w)n,v〉Σ = 〈w ·n,u · v〉Σ, obtenemos

(Td
S,R

d
S)ΩS

+ 2 ν(uS,div RS)ΩS
+ ν(curl (uS), as(RS))ΩS

+ρ
(
(uS ⊗ uS)d,RS)ΩS

− 2 ν 〈RSn,uS〉Σ = 0 ∀RS ∈ H(div ; ΩS)
(2.13)

y

− 2ν(div TS,vS)ΩS
+ 2ν〈TSn,vS〉Σ − ν(as(TS), curl (vS))ΩS

+ 〈uS · n,uS · vS〉Σ

+ 2ν
n−1∑
l=1

wl〈(uS · tl)tl,vS〉Σ + 2ν〈vS · n, λ〉Σ = 2ν(fS,vS)ΩS
∀vS ∈ H1

ΓS
(ΩS)

(2.14)

donde λ := pD|Σ ∈ H1/2(Σ) es introducida como una incógnita adicional.

Por otro lado, para las ecuaciones (2.6) procederemos análogamente a [14, 22] para obtener

2ν(K−1uD,vD)ΩD
− 2ν(div vD, pD)ΩD

− 2ν〈vD · n, λ〉Σ
= 2ν(fD,vD)ΩD

∀vD ∈ HΓD
(div ; ΩD)

(2.15)

y

2ν(div uD, qD) = 0 ∀ qD en L2(ΩD) (2.16)

mientras la primera ecuación de (2.11) se impone débilmente como

2ν〈uS · n, ξ〉Σ − 2ν〈uD · n, ξ〉Σ = 0 ∀ ξ ∈ H1/2(Σ). (2.17)

Además, con el fin de analizar convenientemente el problema que se presentará a lo largo

de esta sección, multiplicaremos intencionalmente las ecuaciones (2.14)–(2.17) por 2ν. Fi-

nalmente, con el fin de que el análisis subsiguiente sea adecuado, y análogamente a [8],se

añadiran los siguientes términos redundantes derivados de las ecuaciones de equilibrio

κ1 (div TS + fS,div RS)ΩS
= 0 ∀RS ∈ H(div ; ΩS), (2.18)



y

κ2

(
Td

S − 2 νe(uS) + (uS ⊗ uS)d, e(vS)
)

Ω
= 0 ∀vS ∈ H1

ΓS
(ΩS) (2.19)

respectivamente, donde κ1 and κ2 son parámetros positivos que se especificarán a lo largo

de este documento. De esta manera, en primera instancia se tiene el siguiente problema

variacional: Hallar

(TS,uS,uD) en H(div ,ΩS)×H1
ΓS

(ΩS)×HΓD
(div ,ΩD),

(pD, λ) en L2(ΩD)× H1/2(Σ),

tal que las ecuaciones (2.13)–(2.19) se satisfacen.

Ahora, notar que si
(
(TS,uS,uD), (pD, λ)

)
∈ X×Q satisface (2.13) – (2.19), entonces, luego

de algunos cálculos simples es fácil mostrar que para todo c ∈ R ((TS − cI,uS,uD), (pD + c, λ+ c))

también satisface (2.13)-(2.19), y consecuentemente, la unicidad de la solución del problema

acoplado falla. Entonces para superar este inconveniente a partir de ahora restringimos el

espacio donde esta definida la presión de Darcy a L2
0(ΩD), con

L2
0(ΩD) =

{
q ∈ L2(ΩD) :

∫
ΩD

q = 0

}
.

Además, recordando la siguiente descomposición

H(div ; ΩS) = H0(div ; ΩS) ⊕ P0(ΩS) I , (2.20)

donde

H0(div ; ΩS) :=

{
RS ∈ H(div ; ΩS) :

∫
ΩS

tr RS = 0

}
, (2.21)

redefinimos el tensor de pseudoestrés TS como

TS + µI con las nuevas incógnitas TS ∈ H0(div ; ΩS) y µ ∈ R.

De donde (2.14) se convierte

−2µ (div TS,vS)ΩS
+ 2ν〈TS,vS〉Σ + 2νµ〈vS · n, 1〉Σ − µ (curl (vS), as(TS))ΩS

+

2νρ〈uS · n,uS · vS〉Σ +
n−1∑
l=1

2νwl〈(uS · tl),vS〉Σ

+2ν〈vS · n, λ〉Σ = 2ν(fS,vS)ΩS
∀vS ∈ H1

ΓS
(ΩS)

(2.22)



Ahora, descomponiendo la función test RS de (2.13) de acuerdo a (2.20), obtenemos

(
Td

S,R
d
S

)
ΩS

+ 2ν (uS,div RS)ΩS
+ ν (curl (uS), as(RS))ΩS

+ρ
(
(uS ⊗ uS)d ,RS

)
ΩS
− 〈RS,uS〉Σ = 0 ∀RS ∈ H0(div ,ΩS),

(2.23)

y

−2νη〈uS · n, 1〉Σ = 0 ∀ η ∈ R

De esta manera, reemplazando (2.13) y (2.14) por (2.23) y (2.22), respectivamente, al final

nuestro sistema variacional acoplado se declara como: Hallar (TS,uS,uD) ∈ H0(div ,ΩS)×
H1

ΓS
(ΩS)×HΓD

(div ,ΩD) y (pD, λ, µ) ∈ L2
0(ΩD)×H1/2(Σ)×R tal que (2.15)–(2.19), (2.23) y

(2.22) se cumplen. Más aún, mostraremos a continuación que puede ser reescrito en términos

de formas y funcionales adecuadas. De echo agruparemos las incógnitas y los espacios como

sigue

Φ := (TS,uS,uD) ∈ X := H0(div ; ΩS)×H1
ΓS

(ΩS)×HΓD
(div ; ΩD)

p := (pD, λ, µ) ∈ Q := L2
0(ΩD)×H1/2(Σ)× R.

(2.24)

Donde X y Q están dotados con las normas || · ||2X := || · ||2div ;ΩS
+ || · ||21,ΩS

+ || · ||2div ;ΩD
y

|| · ||2Q := || · ||20;ΩD
+ || · ||21/2,Σ + | · |. Adicionalmente, dado wS ∈ HΓS

(ΩS), se definen las formas

AwS
(Φ,Ψ) := AS

(
(TS,vS), (RS,vS)

)
+ CwS

(
(TS,vS), (RS,vS)

)
+ AD(uD,vD), (2.25)

y

B(Ψ,q) := −2ν(qD, div vD)ΩD
+ 2ν〈vS · n − vD · n, ξ〉Σ + 2νη〈vS · n, 1〉Σ, (2.26)

para todo Φ = (TS,uS,uD), Ψ = (RS,vS,vD) ∈ X y q = (qD, ξ, η) ∈ Q, donde AS,CwS
y

AD son a su vez las formas bilineales (y trilineales) dadas por

AS

(
(TS,uS), (RS,vS)

)
:= (Td

S,R
d
S)ΩS

+ 2ν(uS,div RS)ΩS
− 2ν(vS, div TS)ΩS

+ν(curl (uS), as(RS))ΩS
− ν(curl (vS), as(TS))ΩS

− 2ν〈RSn,uS〉Σ + 2ν〈TSn,vS〉Σ

+κ1(div TS,div RS)ΩS
− κ2(Td

S − 2νe(uS), e(vS))ΩS
+ 2ν

n−1∑
l=1

wl〈uS · tl,vS · tl〉Σ

(2.27)

CwS

(
(TS,uS), (RS,vS)) := ρ((wS ⊗ uS)d,RS)ΩS

+ 2ν〈wS · n,uS · vS〉Σ

+κ2((wS ⊗ uS)d, e(vS))ΩS
,

(2.28)



y

AD(uD,vD) := (K−1uD,vD)ΩD
, (2.29)

Adicionalmente, se define el funcional F ∈ X
′

F(Ψ) := −2ν(fS,vS)ΩS
+ 2ν(fD,vD)ΩD

− κ1(fS, div RS)ΩS
∀Ψ = (RS,vS,vD) , (2.30)

para todo Ψ = (RS,vS,vD) ∈ X. Consecuentemente se llega al sistema acoplado: Hallar

(Φ,p) ∈ X×Q tal que

AuS
(Φ,Ψ) + B(Ψ,p) = F(Ψ) ∀Ψ ∈ X,

B(Φ,q) = 0 ∀q ∈ Q.
(2.31)

2.2.2. Análisis del problema continuo

Definamos la función

J : M ⊆ H1
ΓS

(ΩS)→ H1
ΓS

(ΩS), wS → J (wS) = uS, (2.32)

donde uS ∈ H1
ΓS

(ΩS) es la segunda componente de Φ ∈ X, la cual, junto con p ∈ Q

constituyen la única solución de la versión linealizada del problema (2.31): Hallar (Φ,p) ∈
X×Q tal que

AwS
(Φ,Ψ) + B(Ψ,p) = F(Ψ) ∀Ψ ∈ X,

B(Φ,q) = 0 ∀q ∈ Q.
(2.33)

y M es un conjunto acotado, que garantiza que el operador J este bien definido (será espefi-

cado a lo largo de esta sección). Entonces, notando que (Φ,p) = ((TS,uS,uD), (pD, λ, µ)) ∈
X × Q es solución de (2.31) si y solamente si uS ∈ H1

ΓS
(ΩS) es solución del problema del

punto fijo: Hallar uS ∈M, tal que

J (uS) = uS, (2.34)

De esto podemos inferir claramente que, para probar que el sistema (2.31) esta bien puesto

es suficiente probar que el problema (2.34) tiene solución única. Antes de la unicidad del

problema (2.34), se probará que el operador J esta bien definido. La siguiente sección esta

completamente dedicada a este asunto.



J es un operador bien definido

De acuerdo a la estructura mixta del problema linealizado (2.33), en lo que sigue apli-

caremos la teoriá de Babuška-Brezzi para probar que el sistema (2.33) tiene única solución,

o equivalentemente que el operador J este bien definido. Comenzaremos estableciendo la

continuidad del funcional F y de las formas bilineales AS, AD y B:

|F (Ψ) | ≤
((

4ν2 + κ2
1

)1/2 ‖fS‖0,ΩS
+ 2ν‖fD‖0,ΩD

)
‖Ψ‖X, (2.35)

|AS ((TS,uS), (RS,vS)) | ≤ CS,1‖(TS,uS)‖‖(RS,vS)‖, (2.36)

| AD(uD,vD) |≤ CD‖uD‖div ,ΩD
‖vD‖div ,ΩD

(2.37)

y

|B(Φ,q)| ≤ CB‖Φ‖X‖q‖Q, (2.38)

para todo Φ ∈ X, TS,RS ∈ H0(div ; ΩS),uS,vS ∈ H1
ΓS

(ΩS) y (Φ,q) ∈ X × Q, con

CS,1, CD, CB > 0. Notar que la demostración de las estimaciones previas es directa.

Ahora, dado wS ∈ H1
ΓS

(ΩS), de la continuidad de las incrustaciones iΣ : H1/2(Σ) → L4(Σ)

y iS : H1(ΩS) → L4(ΩS), y la continuidad del operador traza γS : H1(ΩS) → L2(∂ΩS),

obtenemos que existe CS,2 > 0, tal que

|CwS
((TS,uS), (RS,vS))| ≤ CS,2‖wS‖1,ΩS

‖(TS,uS)‖‖(RS,vS)‖, (2.39)

para todo TS,RS ∈ H0(div ; ΩS) y uS,vS ∈ H1
ΓS

(ΩS), con CS,2 = ‖iS‖2 (ρ2 + κ2
2)

1/2
+

2ν‖iΣ‖2‖γS‖. En particular, de (2.36) y (2.39) se deduce que, para wS ∈ H1
ΩS

(ΩS) fijo, AwS

(cf. (2.25)) es una forma bilineal continua, esto es

|AwS
(Φ,Ψ)| ≤ (CA + CS,2‖wS‖1,ΩS

)‖Φ‖X‖Ψ‖X ∀Φ,Ψ ∈ X, (2.40)

con CA > 0. Definamos el subespacio

V :=
{
Ψ ∈ X : B(Ψ,q) := 0 ∀q = (qD, ξ, η) ∈ Q

}
. (2.41)

De la definición de B (cf. (2.26)), se sigue que Ψ = (RS,vS,vD) ∈ V, si y sólo si ,

(div vD, qD)ΩD
= 0 ∀ qD ∈ L2

0(ΩD) , 〈vS · n, 1〉Σ = 0,

y 〈vS · n − vD · n, ξ〉Σ = 0 ∀ ξ ∈ H1/2(Σ).
(2.42)



Entonces, recordando que L2(ΩD) = L2
0(ΩD) ⊕ R, y notando que de la segunda y tercera

ecuación de (2.42) se tiene que 〈vD ·n, 1〉Σ =
∫

ΩD
div vD = 0, y concluimos junto a la primera

ecuación de (2.42) que

(div vD, qD) = 0 ∀ qD ∈ L2(ΩD).

Consecuentemente, podemos reescribir el subespacio V de la siguiente forma

V :=
{
Ψ = (RS,vS,vD) ∈ X : div vD = 0 en ΩD, vS · n− vD · n = 0 sobre Σ

y 〈vS · n, 1〉Σ = 0
}
.

Ahora, abordaremos la elipticidad de AwS
sobre V para valores apropiados de wS ∈ H1

ΓS
(ΩS).

Lema 2.2.1 Asumir que κ1 > 0 y 0 < κ2 < 4ν y sea wS ∈ H1
ΓS

(ΩS), tal que

‖wS‖1,ΩS
≤ α

CS,2

, (2.43)

donde α = 1
2

mı́n{αS, CK} con CK y CS,2 constantes que satisfacen (2.7), (2.39), respectiva-

mente, y αS definida más adelante en (2.47). Además asumir que κ1 > 0 y 0 < κ2 < 4ν.

Entonces, se tiene que

AwS
(Ψ,Ψ) ≥ α‖Φ‖X, ∀Ψ ∈ V, (2.44)

Demostración. Dado
(
RS,vS,vD

)
∈ V, antes que nada, recordamos de [Lemma 2.3 en [18]]

(o el [caṕıtulo IV,[3]) y [3, 25], respectivamente, que las siguientes identidades se cumplen:

Cd‖R‖2
0,ΩS
≤ ‖Rd‖2

0,ΩS
+ ‖div R‖2

0,ΩS
∀RS ∈ H0(div ; ΩS), (2.45)

y

Ck‖v‖2
1,ΩS
≤ ‖e(v)‖2

0,ΩS
∀v ∈ H1

ΓS
(ΩS), (2.46)

con Cd > 0 y Ck > 0 constantes que sólo dependen de ΩS. Entonces, usando (2.7) deducimos

que:

AS

(
(RS,vS), (RS,vS)

)
+ AD(vD,vD)

≥ Cd
2

mı́n{κ1, 1}‖RS‖2
div ,ΩS

+ CK‖vD‖2
0,ΩD

+ κ2Ck

(
2ν − κ2

2

)
‖vS‖2

1,ΩS

≥ αS‖(RS,vS)‖2 + CK‖vD‖2
div ,ΩD

,

(2.47)

con

αS = mı́n

{
Cd
2

mı́n{κ1, 1}, Ckκ2

(
2ν − κ2

2

)}
. (2.48)



Entonces, usando esto

AwS
(Ψ,Ψ) = AS((RS,vS), (RS,vS)) + AD(vD,vD) + CwS

((RS,vS), (RS,vS)),

≥ AS((RS,vS), (RS,vS)) + AD(vD,vD)− |CwS
((RS,vS), (RS,vS))|,

de (2.39) y (2.47) y, de las hipótesis sobre los parámetros κ1 y κ2, mediante algunos calculos

sencillos se deduce el resultado. �

Ahora, nos corresponde establecer la condición inf-sup de B, y con el fin de deducirla, a

continuación se estudiarán las dos siguientes estimaciones.

Lema 2.2.2 Existe c1 > 0 tal que

S1(qD, ξ) := sup
vD∈HΓD

(div ;ΩD)

vD 6=0

(div vD, qD) + 〈vD · n, ξ〉Σ
‖vD‖div ;ΩD

≥ c1{‖qD‖0,ΩD
+ ‖ξ‖1/2,Σ}. (2.49)

para todo (qD, ξ) ∈ L2
0(ΩD)×H1/2(Σ).

Demostración. Ver el lema 3.3 en [23]. �

Lema 2.2.3 Existe c2, c3 > 0, tal que

S2(ξ, η) := sup
vS∈HΓS

(ΩS)

vS 6=0

〈vS · n, ξ〉Σ − η〈vS · n, 1〉Σ
‖vS‖1,ΩS

≥ c2|η| − c3‖ξ‖1/2,Σ, (2.50)

para todo (ξ, η) ∈ H1/2(Σ)× R.

Demostración. Procederemos similarmente a las demostraciones de [23, Lema 3.2] y [7, Lema

3.2]. En efecto, sea v0 un elemento fijo en H1
ΓS

(ΩS) que satisface 〈v0 · n, 1〉Σ 6= 0 (ver la

demostración de [7, Lema 3.2] para la construcción de dicho elemento), y observar que para

todo (ξ, b) ∈ H1/2(Σ)× R, se tiene

S2(ξ, η) ≥ |〈v0 · n, ξ〉Σ − η〈v0 · n, 1〉Σ|
‖v0‖1,ΩS

≥ |η| |〈v0 · n, 1〉Σ|
‖v0‖1,ΩS

− |〈v0 · n, ξ〉Σ|
‖v0‖1,ΩS

≥ c2|η| − c3‖ξ‖1/2,Σ,

(2.51)

con c2 = |〈v0·n,1〉|
‖vS‖1,ΩS

y c3 > 0 la constante que satisface |〈v0 · n, ξ〉Σ| ≤ c3‖v0‖1,ΩS
‖ξ‖1/2,Γ, lo que

da el resultado deseado. �



Empleando los dos lemas previos, ahora nos centraremos en probar la condición inf-sup

de B.

Lema 2.2.4 Existe β > 0, tal que

S(q) := sup
Ψ∈X
Ψ 6=0

B
(
Ψ,q

)
‖Ψ‖X

≥ β‖q‖Q ∀q ∈ Q. (2.52)

Demostración. Dado q = (pD, ξ, η) ∈ Q, de la definición de B (cf. (2.26)), observamos que

S(q) ≥ 2νS1(qD, ξ) y S(q) ≥ 2νS2(ξ, η),

lo cual junto con los lemas 2.2.2 y 2.2.3, da

S(q) ≥ 2νc1{‖qD‖0,ΩD
+ ‖ξ‖1/2,Σ} y S(q) ≥ 2ν{c2|η| − c3‖ξ‖1/2,Σ}.

Aśı, de las últimas estimaciones obtenemos que(
1 +

c2

2c3

)
S(q) ≥ νc1 mı́n

{
1,
c2

c3

}
‖q‖Q, (2.53)

lo cual implica el resultado, con β = νc1 mı́n{1, c2
c3
}
(

1 + c2
2c3

)−1

. �

Ahora, estamos en condiciones de probar que el sistema (2.33) está bien puesto.

Lema 2.2.5 Asumir que κ1 > 0 y 0 < κ2 < 4ν. Entonces, para cada wS ∈ H1
ΓS

(ΩS) que

satisface (2.43) y cada fS ∈ L2(ΩS) y fD ∈ L2(ΩD), existe un único (Φ,p) ∈ X×Q solución

de (2.33). Adicionalmente, se tiene cumplen las siguientes estimaciones:

‖Φ‖X ≤ α−1
((

4ν2 + κ2
1

)1/2 ‖fS‖0,ΩS
+ 2ν‖fD‖0,ΩD

)
, (2.54)

y

‖p‖Q ≤ β−1
(
1 + α−1(CA + CS,2‖wS‖1,ΩS

)
) ((

4ν2 + κ2
1

)1/2 ‖fS‖0,ΩS
+ 2ν‖fD‖0,ΩD

)
. (2.55)

Demostración. Gracias a la teoŕı clásica de Babuška-Brezzi, y como una consecuencia directa

de los Lemas 2.2.1 y 2.2.4, podemos concluir que el sistema (2.33) tiene única solución. A

su vez, para estimar (2.54) utilizaremos el hecho que Φ ∈ V y aplicaremos (2.44) y (2.35),



mientras que (2.55) es una consecuencia directa de la condición inf-sup (2.52) y de las

estimaciones (2.35), (2.40) y (2.54). Se omitirán mas detalles al respecto. �

De acuerdo al lema previo podemos concluir que si escojemos el conjunto M en (2.32) de

tal manera que M ⊆ B
(
0, α

CS,2

)
:=
{

wS ∈ H1
ΓS

(ΩS) : ‖wS‖1,Ω ≤ α
CS,2

}
, entonces el operador

J claramente está bien definido. De ser este el caso, de (2.54) se obtiene que para todo

wS ∈M, se cumple

‖J (wS)‖1,ΩS
= ‖uS‖1,ΩS

≤ ‖Φ‖X ≤ α−1
((

4ν2 + κ2
1

)1/2 ‖fS‖0,ΩS
+ 2ν‖fD‖0,ΩD

)
. (2.56)

En particular, si consideramos el conjunto

M :=
{
wS ∈ H1

ΓS
(ΩS) : ‖wS‖1,ΩS

≤ α−1
(
(4ν2 + κ2

1)1/2‖fS‖0,ΩS
+ 2ν‖fD‖0,ΩD

)}
, (2.57)

y asumimos que

(4ν2 + κ2
1)1/2‖fS‖0,ΩS

+ 2ν‖fD‖0,ΩD
≤ α2

CS,2

, (2.58)

Se obtiene fácilmente que M ⊆ B
(
0, α

CS,2

)
aśı J esta bien definido. Adicionalmente de

(2.56) se tiene que

J (M) ⊆M.

Por lo tanto, para probar que el sistema (2.31) tiene única solución, en lo que sigue consi-

deraremos M definido como en (2.57) y probaremos equivalentemente que J tiene un único

punto fijo en M por medio del teorema del punto fijo de Banach, asegurando que los datos

cumplen con la condición (2.58).

Unicidad de la solución

A continuación presentaremos el resultado principal de esta sección.

Teorema 2.2.6 Sea fS ∈ L2(ΩS) y fD ∈ L2(ΩD) tal que

CS,2

α2

(
(4ν2 + κ2

1)1/2‖fS‖0,ΩS
+ 2ν‖fD‖0,ΩD

)
< 1 (2.59)

Entonces, el operador J tiene un único punto fijo uS en M. Equivalentemente, el problema

acoplado (2.31) tiene única solución (Φ,p) = ((TS,uS,uD), (pD, λ, µ)) ∈ X×Q, con uS ∈M.

Además, se cumple la siguiente estimación a priori

‖Φ‖X ≤ α−1
(

(4ν2 + κ2
1)

1/2 ‖fS‖0,ΩS
+ 2ν‖fD‖0,ΩD

)
,

‖p‖Q ≤ β−1
(
1 + α−1CA + CS,2

) (
(4ν2 + κ2

1)
1/2 ‖fS‖0,ΩS

+ 2ν‖fD‖0,ΩD

)
.

(2.60)



Demostración. Comenzaremos notando que el supuesto (2.59) claramente implica (2.58) lo

que asegura que el operador J este bien definido.

Sea zS,1, zS,2, uS,1 y uS,2 en M, tal que uS,i := J (zS,i), i ∈ {1, 2}. De acuerdo a la defini-

ción de J (cf. (2.32)) se tiene que para cada i ∈ {1, 2} existe (Φi,pi) = ((TS,i,uS,i,uD,i), (pD,i,

λi, µi)) ∈ X×Q, tal que

AzS,i
(Φi,Ψ) + B(Ψ,p

i
) = F(Ψ) ∀Ψ ∈ X,

B(Φi,q) = 0 ∀q ∈ Q,

a partir de lo cual

AzS,1
(Φ1,Ψ)−AzS,2

(Φ2,Ψ) + B(Ψ,p
1
− p

2
) = 0 ∀Ψ ∈ X,

B(Φ1 −Φ2,q) = 0 ∀q ∈ Q.
(2.61)

Entonces, notando que Φ1 −Φ2 ∈ V, de la primera ecuación de (2.61) con Ψ = Φ1 −Φ2 y

luego de algunos calculos sencillos, se deduce que

AzS,1
(Φ1 −Φ2,Φ1 −Φ2) = −AzS,1−zS,2

(Φ2,Φ1 −Φ2)

= CzS,1−zS,2
((TS,2,uS,2), (TS,1 −TS,2,uS,1 − uS,2)),

lo cual junto a (2.44) y (2.40), implica

‖uS,1 − uS,2‖1,Ω ≤ ‖Φ1 −Φ2‖X ≤ α−1CS,2‖zS,1 − zS,2‖1,ΩS
‖(TS,2,uS,2)‖

≤ α−1CS,2‖Φ2‖X‖zS,1 − zS,2‖1,ΩS
.

Por lo tanto, recordando que Φ2 satisface (2.54), de (2.59) se obtiene que J es una con-

tracción. Aśı, por una aplicación directa del teorema del punto fijo de Banach, se tiene que

el problema (2.34) tiene única solución, o equivalentemente, el problema (2.31) esta bien

puesto.

Ahora, sea (Φ,p) = ((TS,uS,uD), (pD, λ, µ)) ∈ X ×Q la única solución de (2.31), con

uS ∈M satisfying (2.34). Entonces, es claro que (Φ,p) satisface (2.33) con wS = uS. Por lo

tanto, notando que la estimación (2.58) implica ‖uS‖1,ΩS
≤ α

CS,2
, de (2.54) y (2.55) claramente

se obtiene que (2.60), lo que concluye la demostración. �

2.3. Esquema de Galerkin

En esta sección introduciremos el esquema de Galerkin del problema (2.31) y proporcio-

naremos condiciones suficientes sobre los correspondientes espacios finito-dimensionales que



garantizen la estabilidad del problema, aśı como la unicidad de la solución y la estimación

de Céa.

2.3.1. Problema Discreto

Consideremos los siguientes subespacios de elementos finitos genéricos.

Hh(ΩS) ⊆ H(div ; ΩS), Hh(ΩD) ⊆ H(div ; ΩD), H1
h(ΩS) ⊆ H1(ΩS),

Lh(ΩD) ⊆ L2(ΩD) y Λh(Σ) ⊆ H1/2(Σ),
(2.62)

y sea

Hh(ΩS) :=
{
Rh ∈ H(div ; ΩS) : ctRh ∈ Hh(div ; ΩS) ∀ c ∈ Rn

}
.

Entonces, definiendo los espacios de elementos finitos globales como

Xh := Hh,0(ΩS)×H1
h,ΓS

(ΩS)×Hh,ΓD
(ΩD) y Qh := Lh,0(ΩD)× Λh(Σ)× R, (2.63)

con

Hh,0(ΩS) := Hh(ΩS) ∩H0(div ; ΩS), H1
h,ΓS

(ΩS) := [H1
h(ΩS)]n ∩H1

ΓS
(ΩS),

Hh,ΓD
(ΩD) := Hh(ΩD) ∩HΓD

(div ; ΩD), Lh,0(ΩS) := Lh(ΩD) ∩ L2
0(ΩD),

(2.64)

el esquema de Galerkin de (2.31) se lee como: Hallar
(
Φh,ph

)
=
(
(Th,S,uh,S,uh,D), (qh,D, λh, µh)

)
∈

Xh ×Qh, tal que

Auh,S
(Φh,Ψh

)
+ B

(
Ψh,ph

)
= F(Ψh) ∀Ψh ∈ Xh,

B
(
Φh,qh

)
= 0 ∀q

h
∈ Qh.

(2.65)

A su vez, para estudiar la unicidad de la solución de (2.65), y análogamente al caso continuo,

nos damos cuenta que (2.65) puede ser reescrito equivalentemente como el problema del punto

fijo: Hallar uh,S ∈Mh, tal que

Jh(uh,S) = uh,S, (2.66)

donde Jh es el operador del punto fijo definido como Jh : Mh ⊆ H1
h,ΓS

(ΩS) → H1
h,ΓS

(ΩS),

wh,S → Jh(wh,S) = uh,S, donde uh,S ∈ H1
h,ΓS

(ΩS) es la segunda componente de Φh, que

junto con p
h
∈ Qh constituye la única solución de la versión linealizada de (2.65): Hallar

uh,S ∈ H1
h,ΓS

(ΩS), tal que

Awh,S
(Φh,Ψh

)
+ B

(
Ψh,ph

)
= F(Ψh) ∀Ψh ∈ Xh,

B
(
Φh,qh

)
= 0 ∀q

h
∈ Qh,

(2.67)



y Mh ⊆ H1
h,ΓS

(ΩS) es un subconjunto que nos asegura que el operador Jh este bien definido,

o equivalentemente, que el (2.67) tenga única solución.

De acuerdo a lo anterior, desde ahora nos centraremos en proporcionar las hipótesis

adecuadas sobre los espacios finito-dimensionales (2.62), las cuales nos permitirán probar

que el problema (2.67) está bien puesto, y consecuentemente, la unicidad de la solución del

problema (2.65). Comenzaremos observando que para definir adecuadamente los espacios

Hh,0(ΩS) y L2
0(ΩD), necesitamos eliminar los múltiplos de la matriz identidad de Hh(ΩS) y

los polinomios constantes de L2(ΩD). Estas condiciones se satisfacen si asumimos que:

(H.0) P0(ΩS) ⊆ Hh(div ; ΩS) y P0(ΩD) ⊆ Lh(ΩD).

De (H.0) fácilmente se deduce que para todo h la siguiente descomposición se cumple

Hh(ΩS) = Hh,0(ΩS)⊕ P0(ΩS) I y Lh(ΩD) = Lh(ΩD)⊕ P0(ΩD). (2.68)

Ahora procuraremos establecer condiciones suficientes para la condición inf-sup discreta

Sh(qh) := sup
Ψh∈Xh

Ψh 6=0

B
(
Ψh,qh

)
‖Ψh‖X

≥ β̂‖q
h
‖Q ∀q

h
∈ Qh, (2.69)

donde β̂ > 0 es independiente del parámetro de discretización h. Con este fin aplicaremos

los mismos argumentos utilizados en la demostración del Lema 2.2.4 y nos daremos cuenta

que la condición inf-sup (2.69) se cumple si garantizamos las siguientes condiciones:

(H.1) Existe ĉ1 > 0 tal que

S1,h(qh,D, ξh) := sup
vh,D∈Hh,ΓD

(ΩD)

vh,D 6=0

(div vh,D, qh,D)D + 〈vh,D · n, ξh〉Σ
‖vh,D‖div ;ΩD

≥ ĉ1

{
‖qh,D‖0,ΩD

+ ‖ξh‖1/2,Σ

}
,

(2.70)

para todo (qh,D, ξh) ∈ Lh,0(ΩD)× Λh(Σ).

(H.2) Existe vh,0 ∈ H1
h,ΓS

(ΩS) ∀h tal que 〈vh,0 · n, 1〉Σ 6= 0.

En particular, análogo a la demostración de Lema 2.2.3, lo anterior claramente implica

S2,h(ξh, ηh) := sup
vh,S∈H1

h,ΓS
(ΩS)

vh,S 6=0

〈vh,S · n, ξh〉Σ − ηh〈vh,S · n, 1〉Σ
‖vh,S‖1,ΩS

≥ ĉ2|ηh| − ĉ3‖ξh‖1/2,Σ, (2.71)



con ĉ2, ĉ3 > 0 independiente de h, eso junto con (2.70) implica (2.69).

Finalmente, nos centraremos en el kernel discreto de B, el cúal se define como

Vh :=
{

Ψh ∈ Xh : B(Ψh,qh) = 0 ∀q
h
∈ Qh

}
. (2.72)

Con el fin de describir expĺıcitamente Vh introduciremos los siguientes supuestos:

(H.3) div Hh(ΩD) ⊆ Lh(ΩD) y P0(Σ) ⊆ Λh(Σ)

Usando (H.3) y recordando la definición de B (cf. (2.26)) se tiene que Ψh = (Rh,S,vh,S,vh,D) ∈
Vh si y solamente si

div vh,D ∈ L0,h(ΩD), 〈vh,S · n− vh,D · n, ξh〉Σ = 0 ∀ ξh ∈ Λh y 〈vh,S · n, 1〉Σ = 0.

(2.73)

En particular, considerando ξh = 1 en la segunda identidad se obtiene que 〈vh,D · n, 1〉Σ =

(div vh,D, 1)D = 0, aśı div vh,D = 0 en ΩD. De esta manera obtenemos la siguiente caracteri-

zación de Vh:

Vh = {Ψh ∈ Xh : div vh,D = 0 en ΩD, 〈vh,S · n, 1〉Σ = 0 y

〈vh,S · n− vh,D · n, ξh〉Σ = 0 ∀ ξh ∈ Λh(Σ)} .
(2.74)

Como consecuencia de lo anterior, observamos que la siguiente versión discreta de (2.47) se

cumple:

AS

(
(Rh,S,vh,S), (Rh,S,vh,S)

)
+AD(vh,D,vh,D) ≥ αS‖(Rh,S,vh,S)‖2 +CK‖vh,D‖2

div ,ΩD
, (2.75)

para todo (Rh,S,vh,S,vh,D) ∈ Vh, con αS definido en (2.48) y CK la constante positiva que

satisface (2.7).

2.3.2. Unicidad de la solución del problema discreto

Comenzaremos estableciento que el operador Jh esta bien definido, o equivalentemente,

que el sistema (2.67) este bien puesto. Para ello observamos primero que, como Hh,0(ΩS),

H1
h,ΓS

(ΩS), Hh,ΓD
(ΩD) y Λh(Σ) son subespacios de H0(div ; ΩS),H1

ΓS
(ΩS), H1

ΓD
(div ; ΩD) y

H1/2(Σ), espectivamente, las estimaciones (2.35), (2.36), (2.37), (2.38) y (2.39) se mantienen

aśı como (2.40) para cada wh,S ∈ H1
h,ΓS

(ΩS). A su vez tenemos el siguiente resultado.



Lema 2.3.1 Asumir que (H.0) y (H.3) se cumplen. Asumir además que κ1 > 0 y 0 <

κ2 < 4ν, para que αS definido en (2.48) sea estrictamente positivo. Entonces para cada

wh,S ∈ H1
h,ΓS

(ΩS), tal que

‖wh,S‖1,ΩS
≤ α

CS,2

, (2.76)

con α = 1
2

mı́n{αS, CK} > 0, donde CK, CS,2 son constantes positivas que satisfacen (2.7),

(2.39), respectivamente, se tiene

Awh,S
(Ψh,Ψh) ≥ α‖Φh‖X, ∀Ψh ∈ Vh. (2.77)

Demostración. Análogo a la demostración del Lema 2.2.1, (2.77) es una consecuencia directa

de (2.39), (2.75) y del supuesto (2.76).Se omitirán más detalles. �

Ahora estamos en condiciones de establecer que el problema (2.67) está bien puesto.

Lema 2.3.2 Asumir que (H.0), (H.1), (H.2) y (H.3) se cumplen. Asumir además que

κ1 > 0 y 0 < κ2 < 4ν. Entonces, para cada wh,S ∈ H1
h,ΓS

(ΩS) que satisfaga (2.76) y

cada fS ∈ L2(ΩS) y fD ∈ L2(ΩD), existe un único (Φh,ph) ∈ Xh × Qh solución de (2.67).

Adicionalmente, la siguiente estimación se cumple:

‖Φh‖X ≤ α−1
((

4ν2 + κ2
1

)1/2 ‖fS‖0,ΩS
+ 2ν‖fD‖0,ΩD

)
, (2.78)

y

‖p
h
‖Q ≤ β̂−1

(
1+α−1(CA+CS,2‖wh,S‖1,ΩS

)
) ((

4ν2 + κ2
1

)1/2 ‖fS‖0,ΩS
+ 2ν‖fD‖0,ΩD

)
. (2.79)

Demostración. Que el sistema (2.67) tenga única solución se sigue directamente de (2.69),

(2.77) y de la teoŕıa clásica de Babuška-Brezzi. A su vez, aplicando los mismos pasos em-

pleados en la demostración del Lema 2.2.5 se obtienen las estimaciones (2.78) y (2.79). �

De acuerdo al lema anterior, y análogo al caso continuo

According to the previous lemma, and analogously to the continuous case, introducimos

el conjunto acotado

Mh :=
{
vh,S ∈ H1

h,S(ΩS) : ‖vh,S‖1,ΩS
≤ α−1

(
(4ν2 + κ2

1)1/2‖fS‖0,ΩS
+ 2ν‖fD‖0,ΩD

)}
.

Entonces, asumiendo que (2.58) se cumple, se sigue que el operador del punto fijo Jh definido

a través de (2.67) está bien definido y satisface Jh(Mh) ⊆Mh. Más aún, bajo las hipótesis

que fS y fD satisfacen (2.59), obtenemos el resultado principal de está sección, a saber, que

el problema (2.65) está bien puesto. Este resultado se establecerá ahora.



Teorema 2.3.3 Asumir que (H.0), (H.1), (H.2) y (H.3) se cumplen y que κ1 > 0 y 0 <

κ2 < 4ν. Asumir además que las fuerzas externas fS y fD satisfacen (2.59), esto es

CS,2

α2

(
(4ν2 + κ2

1)1/2‖fS‖0,ΩS
+ 2ν‖fD‖0,ΩD

)
< 1.

Entonces, existe un único (Φh,ph) ∈ Xh ×Qh solución de (2.65). Adicionalmente, se tiene

que

‖Φh‖X ≤ α−1
(

(4ν2 + κ2
1)

1/2 ‖fS‖0,ΩS
+ 2ν‖fD‖0,ΩD

)
,

‖p
h
‖Q ≤ β−1

(
1 + α−1CA + CS,2

) (
(4ν2 + κ2

1)
1/2 ‖fS‖0,ΩS

+ 2ν‖fD‖0,ΩD

)
.

(2.80)

Demostración. Aplicando las mismas herramientas empleadas en la demostración del Teo-

rema ??, esto es, las estimaciones (2.77), (2.39) y la suposición (2.59), se puede deducir

fácilmente que Jh es una contracción en Mh lo cual junto al teorema del punto fijo de

Banach implica la unicidad de la solución del problema del punto fijo (2.66), o equivalen-

temente, que el problema (2.65) esta bien puesto. Más aún, análogamente a la demostra-

ción del Teorema ??, la estimación (2.80) se sigue del hecho que la solución (Φh,ph) =(
(Th,S,uh,S,uh,D), (ph,D, λh, µh)

)
∈ Xh ×Qh satisface (2.78) y (2.79), lo último con wh,S =

uh,S ∈Mh, y del supuesto (2.59). �

2.3.3. Estimación de Cea

Nuestro próximo objetivo es proporcionar la estimación de Cea para el esquema de

Galerkin (2.65). Para este propósito, consideramos (Φ,p) =
(
(TS,uS,uD), (pD, λ, µ)

)
∈ X×

Q y (Φh,ph) =
(
(Th,S,uh,S,uh,D), (ph,D, λh, µh)

)
∈ Xh ×Qh las únicas soluciones de (2.31)

y (2.65), respectivamente, y notemos que se cumple la siguiente propiedad de ortogonalidad

del error :

AuS
(Φ,Ψh)−Auh,S

(Φh,Ψh) + B(Ψh,p− p
h
) = 0 ∀Ψh ∈ Xh,

B(Φ−Φh,qh) = 0 ∀q
h
∈ Qh.

(2.81)

A su vez, por simplicidad, denotamos los correspondientes errores como:

eΦ = Φ − Φh, y ep = p− p
h
, (2.82)

y dado ϕ
h

=
(
Sh,S, zh,S, zh,D

)
∈ Vh y rh = (rh,D, ϑh, ζh) ∈ Qh, escribimos

eΦ = δΦ + ηΦ := (Φ−ϕ
h
)+(ϕ

h
−Φh) y ep = δp + ηp := (p−rh)+(rh−p

h
). (2.83)



El siguiente teorema proporciona la correspondiente estimación de Cea.

Teorema 2.3.4 Asumir que se cumple (H.0), (H.1), (H.2) y (H.3) y que κ1 > 0 y 0 <

κ2 < 4ν. Supongamos además que

CS,2

α2

(
(4ν2 + κ2

1)1/2‖fS‖0,ΩS
+ 2ν‖fD‖0,ΩD

)
≤ 1

2
. (2.84)

Entonces existe una constante Ccea > 0 independiente de h, tal que :

‖(Φ,p)− (Φh,ph)‖X×Q ≤ Ccea ı́nf
(Ψh,qh

)∈Xh×Qh

‖(Φ,p)− (Ψh,qh)‖X×Q. (2.85)

Demostración. De la primera ecuación de (2.81), añadiento y restando términos adecuados,

y recordando la definición de Auh,S
(cf. (2.25)), llegamos a

AuS
(eΦ,Ψh) = −Auh,S

(Φh,Ψh) + AuS
(Φh,Ψh) − B(Ψh, ep)

= −CuS−uh,S
((Th,S,uh,S), (Rh,S,vh,S)) − B(Ψh, ep),

(2.86)

para todo Ψh = (Rh,S,vh,S,vh,D) ∈ Xh, y usando las descompocisiones eΦ = δΦ + ηΦ y

ep = δp + ηp, se deduce que la expresión anterior es equivalente a:

AuS
(ηΦ,Ψh) = −AuS

(δΦ,Ψh)−CuS−uh,S
((Th,S,uh,S), (Rh,S,vh,S))−B(Ψh, δp)−B(Ψh,ηp),

para todo Ψh = (Rh,S,vh,S,vh,D) ∈ Xh. En particular, para Ψh = ηΦ, notamos que ηΦ ∈ Vh,

aśı, haciendo uso de las estimaciones (2.77), (2.39), (2.38), y denotando por δuS
= uS − zh,S

y ηuS
= zh,S − uh,S, se obtiene que

α‖ηΦ‖2
X ≤ (CA + CS,2‖uS‖1,ΩS

)‖δΦ‖X‖ηΦ‖X + CS,2(‖δuS
‖1,Ω + ‖ηuS

‖1,Ω)‖Φh‖X‖ηΦ‖X

+CB‖ηΦ‖X‖δp‖Q,

que junto con el hecho de que ‖δuS
‖1,Ω ≤ ‖δΦ‖X y ‖ηuS

‖1,Ω ≤ ‖ηΦ‖X, implica

(α− CS,2‖Φh‖X) ‖ηΦ‖X ≤ (CA + CS,2‖uS‖1,ΩS
+ CS,2‖Φh‖X) ‖δΦ‖X + CB‖δp‖Q

Entonces, como Φh satisface (2.78), de la estimación (2.56) con wS = uS ∈ M y de la

suposición (2.84), obtenemos fácilmente que

‖ηΦ‖X ≤ C1‖δΦ‖X + C2‖δp‖Q,



con C1, C2 > 0 independiente de h, lo que implica que

‖eΦ‖X ≤ (1 + C1)‖δΦ‖X + C2‖δp‖Q, (2.87)

Por otro lado, de la igualdad (2.86) se tiene que

B(Ψh,ηp) = −AuS
(eΦ,Ψh)−CuS−uh,S

((Th,S,uh,S), (Rh,S,vh,S)) − B(Ψh, δp),

para todo Ψh = (Rh,S,vh,S,vh,D) ∈ Xh, y de la condición inf-sup (2.69), las estimaciones

(2.38), (2.39), (2.40), (2.78) y (2.56) con wS = uS ∈ M, y usando el hecho que ‖uS −
uh,S‖1,ΩS

≤ ‖eΦ‖X, se tiene que

β̂‖ηp‖Q ≤ sup
Ψh∈Xh

Ψh 6=0

B
(
Ψh,ηp

)
‖Ψh‖X

≤ C3‖eΦ‖X + C4‖δp‖Q,

lo cual combinado con (2.87) implica

‖ep‖Q ≤ ‖ηp‖Q + ‖δp‖Q ≤ C5‖δΦ‖X + C6‖δp‖Q, (2.88)

con C5, C6 > 0, independiente de h. Por lo tanto, recordando que la condición inf-sup (2.69)

implica la estimación (see [18, estimate (2.89)])

ı́nf
Ψh ∈Vh

‖Φ −Ψh‖X ≤ c ı́nf
Ψh∈Xh

‖Φ −Ψh‖X, (2.89)

con c > 0 independiente de h, de (2.87) y (2.87) y del hecho que ϕ
h

=
(
Sh,S, zh,S, zh,D

)
∈ Vh

y rh = (rh,D, ϑh, ζh) ∈ Qh son arbitrarios, obtenemos el resultado deseado. �

2.3.4. Un esquema mixto particular de elementos finitos

En esta sección procederemos similarmente a [5] y [23] y especificaremos ejemplos de

subespacios de elementos finitos concretos en 2D y 3D que satisfagan las hipótesis (H.0)−
(H.3). Con este fin, sean T S

h y T D
h las respectivas triangulaciones de los dominios ΩS y

ΩD, las cuales estan formados por triángulos regulares (en R2) o tetraedros (en R3) de

diámetro hT , y asumir que ellos coinciden en Σ entonces T S
h ∪ T D

h es una triangulación

de ΩS ∪ Σ ∪ ΩD. También consideramos Σh la partición de Σ heredada de T S
h (o T D

h ).

Adicionalmente, denotamos por x := (x1, ..., xn)t un vector genérico de Rn y para cada

T ∈ T S
h ∪ T D

h consideramos el espacio local de Raviart–Thomas de orden 0, dado por

RT0(T ) := P0(T )⊕ P0(T )x.



Subespacios de elementos finitos en 2D

Aqúı proponemos elegir los espacios de elementos finitos H1
h(ΩS), Hh(Ω?) (? ∈ {S,D})

y Lh(ΩD) in (2.62) como sigue:

H1
h(ΩS) :=

{
vh ∈ [C(Ω̄S)]2 : vh|T ∈ P1(T ) ∀T ∈ T S

h

}
,

Hh(Ω?) :=
{
τh ∈ H(div ; Ω?) : τh|T ∈ RT0(T ) ∀T ∈ T ?h

}
? ∈ {S,D} ,

Lh(ΩD) :=
{
qh ∈ L2(ΩD) : qh|T ∈ P0(T ) ∀T ∈ T D

h

}
.

(2.90)

Observar que Hh(ΩS) y Lh(ΩD) claramente satisfacen (H.0). Adicionalmente, (H.2) es fácil

verificar si la secuencia de subespacios esta anidada o si se puede encontrar un espacio mas

grande donde (H.2) se cumpla. Entonces vh,0 ∈ H1
h,ΓS

(ΩS) se puede construir exactamente

como se explica al final de la demostración de [7, Lemma 3.2].

Ahora, nos dedicaremos a definir el espacio finito dimensional Λh(Σ). Con este fin, su-

pongamos que el número de bordes de Σh es par y sea Σ2h la partición de Σ que se forma

al unir pares de bordes adyacentes de Σh (si el número de bordes de Σh es impar, simple-

mente lo reducimos al caso par uniendo cualquier par de dos elementos adyancentes y luego

construyendo Σ2h de esta partición reducida). Entonces, consideramos el conjunto

Λh(Σ) := {ξh ∈ C(Σ) : ξh |e ∈ P1(e)∀ e ∈ Σ2h} . (2.91)

y observamos que P0(Σ) ⊆ Λh(Σ). Por lo tanto, como div Hh(ΩD) ⊆ Lh(ΩD), podemos

obtener faćılmente que la hipótesis (H.3) se cumple.

Nos queda por demostrar que la hipótesis (H.1) se cumple. Para ello recordamos (ver

[22]) que el conjunto de trazas normales de Hh,ΓD
(ΩD) = Hh(ΩD) ∩HΓD

(div ; ΩD) sobre Σ

Se define por el subespacio de L2(Σ) dado por

Θh(Σ) := {φh : Σ→ R : φh|e ∈ P0(e)∀ e ∈ Σh}. (2.92)

Análogamente a [30, Lemma A.1] podemos deducir que existe un operador de lifting discreto

Lh : Θh(Σ)→ Hh,ΓD
(ΩD), que satisface

‖Lh(φh)‖div ,ΩD
≤ c‖φh‖−1/2,Σ y Lh(φh) · n = φh sobre Σ, (2.93)



para todo φh ∈ Θh(Σ). A su vez, de [22, Lema 5.1] recordamos que existe β̂Σ > 0 tal que el

par de subespacios (Θh(Σ),Λh(Σ)) satisface la condición inf–sup discreta:

sup
φh∈Θh(Σ)
φ 6=0

〈φh, ξh〉Σ
‖φh‖−1/2,Σ

≥ β̂Σ‖ξh‖1/2,Σ ∀ ξh ∈ Λh(Σ). (2.94)

Entonces, debido a la existencia de Lh y la estimación (2.94), es fácil ver que (para más

detalle, ver [22, Lema 4.2]) que existe C > 0, independiente de h, tal que

sup
vh,D∈Hh,ΓD

(ΩD)

vh,D 6=0

〈vh,D · n, ξh〉Σ
‖vh,D‖div ,ΩD

≥ C‖ξh‖1/2,Σ. (2.95)

Con estas herramientas, estamos en posición de probar la condición inf-sup (2.70).

Lema 2.3.5 Existe ĉ1 > 0, independiente de h, tal que

S1,h(qh,D, ξh) := sup
vh,D∈Hh,ΓD

(ΩD)

vh,D 6=0

(div vh,D, qh,D)ΩD
+ 〈vh,D · n, ξh〉Σ

‖vh,D‖div ,ΩD

≥ ĉ1

{
‖qh,D‖0,ΩD

+ ‖ξh‖1/2,Σ

}
,

(2.96)

para todo (qh,D, ξh) ∈ Lh,0(ΩD)× Λh(Σ).

Demostración. Sea (qh,D, ξh) ∈ Lh,0(ΩD)× Λh(Σ) y en primer lugar observar que se cumple

S1,h(qh,D, ξh) ≥ sup
vh,D∈H̃h(ΩD)

vh,D 6=0

(div vh,D, qh,D)ΩD

‖vh,D‖div ,ΩD

,

donde H̃h(ΩD) := {vh,D ∈ Hh(ΩD) : vh,D · n = 0 sobre ∂ΩD}. Entonces, empleamos el

análisis de la [18, Sección 4.3], para obtener

S1,h(qh,D, ξh) ≥ Ĉ‖qh,D‖0,ΩD
. (2.97)

Por otro lado, está claro que

S1,h(qh,D, ξh) ≥ sup
vh,D∈Hh,ΓD

(ΩD)

vh,D 6=0

〈vh,D · n, ξh〉Σ
‖vh,D‖div ,ΩD

− ‖qh,D‖0,Ω, (2.98)

lo cual combinado con (2.95), da como resultado

S1,h(qh,D, ξh) ≥ C‖ξh‖1/2,Σ − ‖qh,D‖0,ΩD
.



Por lo tanto, a partir de la última estimación y de (2.97) obtenemos fácilmente (2.96), lo

cual concluye la demostración.

�

Habiendo verificado las hipótesis (H.0) − (H.3), una aplicación directa del Teorema

2.3.3 da como resultado que el problema (2.65) esté bien planteado y su correspondiente

estimación de Céa.

Teorema 2.3.6 Sean Xh y Qh los subespacios finito dimensionales definidos por (2.63) en

términos de los espacios espećıficos dados por (2.90) y (2.91) y asumamos que las hipótesis

del Teorema 2.3.4 se cumplen. Entonces el esquema de Galerkin (2.65) tiene única solución

(Φh,ph) ∈ Xh ×Qh, la cual satisface la estimación (2.78), (2.79) y (2.85).

Demostración. Como el supuesto (2.84) implica (2.59) y las hipótesis (H.0) − (H.3) se

cumplen, el resultado se sigue de una aplicación directa de los Teoremas 2.3.3 y 2.3.4. �

Finalmente, empleando las propiedades de aproximación de los subespacios de elementos

finitos involucrados (para más detalle, ver [3, 18, 25, 28]), y las estimaciones a priori (2.85),

podemos obtener fácilmente el siguiente resultado.

Teorema 2.3.7 Asumir que las hipótesis del Teorema 2.3.4 se cumplen. Sea (Φ,p) ∈ X×Q

y (Φh,ph) ∈ Xh × Qh son las únicas soluciones del problema continuo y discreto (2.31) y

(2.65), respectivamente. Asumir además que existe δ > 0 tal que TS ∈ Hδ(ΩS), div TS ∈
Hδ(ΩS), uD ∈ Hδ(ΩD), div uD ∈ Hδ(ΩD), uS ∈ Hδ+1(ΩS) y fD ∈ Hδ(ΩD). Entonces, pD ∈
Hδ+1(ΩD), λ ∈ Hδ+1/2(Σ), y existe, C > 0 independiente de h y de las soluciones continua

y discreta, tal que

‖(Φ,p)− (Φh,ph)‖X×Q ≤ Chδ {‖TS‖δ,ΩS
+ ‖div TS‖δ,ΩS

+ ‖uS‖δ+1,ΩS

+‖uD‖δ,ΩD
+ ‖div uD‖δ,ΩD

+ ‖pD‖δ+1,ΩD
} .

(2.99)

Demostración. De la primera ecuación de (2.31) (ver ec. (2.15)) obtenemos fácilmente que

K−1uD = −∇pD + fD en ΩD, lo que implica que pD ∈ H1+δ(Σ), de donde λ = pD |Σ∈
H1/2+δ(Σ). El resto de la demostración se sigue de la estimación a priori (2.85), las pro-

piedades de aproximación de los espacios discretos involucrados y del hecho que, debido al

teorema de trazas en ΩD, se tiene

‖λ‖δ+1/2,Σ ≤ c‖pD‖δ+1,ΩD
.



�

Subespacios de elementos finitos en 3D

Consideremos ahora los espacios discretos:

H1
h(ΩS) :=

{
vh ∈ [C(Ω̄S)]3 : vh|T ∈ P1(T ) ∀T ∈ T S

h

}
,

Hh(Ω?) :=
{
τh ∈ H(div ; Ω?) : τh|T ∈ RT0(T ) ∀T ∈ T ?h

}
? ∈ {S,D} ,

Lh(ΩD) :=
{
qh ∈ L2(ΩD) : qh|T ∈ P0(T ) ∀T ∈ T D

h

}
.

(2.100)

Ahora, para definir el espacio discreto para la incógnita λ, introducimos una triangulación

independiente Σĥ de Σ, por triángulos K de diámetro ĥ, y definimos ĥΣ := máx{ĥK : K ∈
Σĥ}. Entonces, denotando por ∂Σ el ĺımite poligonal de Σ, definimos

Λh(Σ) :=
{
ξh ∈ C(Σ) : ξh|K ∈ P1(K) ∀K ∈ Σĥ

}
. (2.101)

De esta forma, definimos los espacios globales Xh y Qh combinando (2.62), (2.63), (2.100),

y (2.101).

Ahora, para verificar las hipótesis (H.0)–(H.3) observamos que aplicando los mismos

argumentos que para el para el caso 2D, se sigue que (H.0), (H.2) y (H.3) se cumplen.

Sin embargo, para la condición inf-sup en (H.1) necesitamos proceder diferente al caso 2D

y aplicar [19, Lema 7.5]. Más precisamente, utilizando [19, Lema 7.5] se concluye que existe

C0 ∈ (0, 1) tal que para cada par (hΣ, ĥΣ) que verifica hΣ ≤ C0ĥΣ, la condición inf-sup (2.95)

se cumple. De acuerdo a esto, podemos proceder de manera análoga a la demostración del

Lema 2.3.5 para verificar (H.1).

Habiendo verificado las hipótesis (H.0)–(H.3) concluimos que el esquema de Galerkin

(2.65) definido con los espacios (2.100) está bien planteado. En adición, debido nuevamente

a las propiedades de aproximación de los subespacios de elementos finitos involucrados (ver

[3, 18, 25, 28]) y la estimación a priori (2.85),

owing again to the approximations properties of the finite element subspaces involved

(see, e.g. [3, 18, 25, 28]), and the a priori estimate (2.85), el siguiente resultado se cumple:

Teorema 2.3.8 Asumir que las hipótesis del Teorema 2.3.4 se cumplen. Sean (Φ,p) ∈
X×Q y (Φh,ph) ∈ Xh ×Qh las únicas soluciones del problema continuo y discreto (2.31)



y (2.65), respectivamente. Supongamos además que existe δ > 0 tal que TS ∈ Hδ(ΩS),

div TS ∈ Hδ(ΩS), uD ∈ Hδ(ΩD), div uD ∈ Hδ(ΩD), uS ∈ Hδ+1(ΩS) and fD ∈ Hδ(ΩD).

Entonces, pD ∈ Hδ+1(ΩD), λ ∈ Hδ+1/2(Σ), y existe, C > 0 independiente de h y de las

soluciones continuas y discretas, tal que

‖(Φ,p)− (Φh,ph)‖X×Q ≤ Chδ {‖TS‖δ,ΩS
+ ‖div TS‖δ,ΩS

+ ‖uS‖δ+1,ΩS

+‖uD‖δ,ΩD
+ ‖div uD‖δ,ΩD

+ ‖pD‖δ+1,ΩD
} .

(2.102)



Caṕıtulo 3

Ejemplos númericos

En esta sección presentaremos tres ejemplos los cuales ilustran el rendimiento del es-

quema mixto de elementos finitos aumentado (2.65) sobre un conjunto de triangulaciones

uniformes de los correspondientes dominios y consideraremos los espacios de elementos fini-

tos mixtos introducidos en la Sección 2.3.4. La implementación del método esta basada en

un código FreeFem++ (see [27]), en conjunción con el solucionador lineal directo UMFPACK

(see [12]). Con respecto a la implementación del método iterativo, las iteraciones son termi-

nadas una vez que el error relativo de todos los vectores de coeficientes entre dos iteraciones

consecutivas es suficientemente pequeño, es decir

‖coeffm+1 − coeffm‖l2
‖coeffm+1‖l2

≤ tol,

, donde ‖ · ‖l2 es la norma estándar l2 en RN , con N denotando el número total de grados de

libertad que definen los subespacios de elementos finitos Xh y Qh, y tol es la tolerancia fija

que se especificará en cada ejemplo. Para cada ejemplo simplemente tomamos (0,0) como

estimación inicial.

Se utilizarán ademas las siguientes notaciones. Consideraremos como hΣ := máx{he : e ∈
Σ2h} y, al igual que en la Sección 3.3, los errores de cada variable se denotarán como eT :=

TS − Th, euS
= uS − uh, euD

= uD − uD,h, epD
= pD − ph,D y eλ = λ − λh. Además, sean

rTS
, ruS

, ruD
, rpD

y rλ los radios de convergencia experimentales, definidos como

rTS
:=

log(eTS
/e′TS

)

log(hS/h′S)
, ruS

:=
log(euS

/e′uS
)

log(hS/h′S)
, ruD

:=
log(euD

/e′uD
)

log(hD/h′D)
,

rpD
:=

log(epD
/e′pD

)

log(hD/h′D)
, rλ :=

log(eλ/e
′
λ)

log(hΣ/h′Σ)

37



donde h? y h′?(? ∈ {S,D,Σ}) denotan dos tamaños de malla consecutivo con sus respectivos

errores e, e′ (o e, e′). Para cada ejemplo que veremos a continuación consideraremos los

parámetros αD = 1, ρ = 1 y K = I.

En nuestro primer ejemplo, consideraremos el dominio poroso ΩD := (−1/2, 1/2)× (0,−1/2)

acoplado al dominio fluido en forma de semidisco dado por ΩS := {(x1, x2) : x2
1 + x2

2 ≤
1/22 y x2 > 0}. Los datos fS y fD se escojen de modo que la solución exacta este dada por

uS(x) :=

(
cos(πx1) sin(πx2)
− cos(πx2) sin(πx1)

)
en ΩS

para todo x = (x1, x2) ∈ ΩS, y

uD(x) :=

(
−64

π
x2(x2

2 − 0.25) cos(πx1)

−16 sin(πx1)(x2
2 − 0.25)2

)
en ΩD

pD(x) := cos(x1) + ax2, ∀x = (x1, x2) ∈ ΩD

con a una constante que se escoge de modo que
∫
pD = 0. Notar que la solución satisface

uS · n = uD · n sobre Σ y la condición de contorno uD · n = 0 sobre ΓD. Sin embargo, la

condición de contorno Dirichlet para la velocidad de Navier Stokes sobre ΓS no es homogénea.

Entonces, debemos modificar el funcional de la siguiente manera

F(Ψ) := 2ν(fS,vS)ΩS
+ 2ν(fD,vD)ΩD

− κ1(fS,div RS)ΩS
+ 2µ〈RSn,uS〉ΓS

∀Ψ ∈ X.

En nuestro segundo ejemplo, consideraremos las regiones ΩS := (0, 1)×(1, 2) y ΩD = (0, 1)×
(0, 1). Los datos fS y fD se escogen de manera que la solución exacta este dada por

uS (x) :=

 − cos
(π

2
x2

)
sin
(π

2
x1

)
cos
(π

2
x1

)
sin
(π

2
x2

) 
para todo x = (x1, x2) ∈ ΩS y

uD (x) :=

 4

π
sin
(π

2
x1

)
(x2 − 1)

cos
(π

2
x1

)
(2x2 − x2

2)


pD (x) :=

2

π
cos
(π

2
x1

)
cos
(π

2
x2

)
− 32

π3
x2(x1 − 1), ∀x = (x1, x2) ∈ ΩD



En los cuadros 3.1 y 3.2 se resume el historial de convergencia para la secuencia de

triangularizaciones uniformes, considerando los espacios de elementos finitos descritos en la

Sección 2.3.4, y resolviendo ambos problemas no lineales con una tolerancia tol = 10−6. Notar

que, en ambos ejemplos la tasa de convergencia O(h) prevista por el Teorema , se alcanza

en todas las variables. De esta forma, para el primer ejemplo, en la figura 3.1 se observa

la segunda componente del vector velocidad uh = (uh,S,uh,D) (izquierda) y la magnitud

del vector velocidad (derecha) con N = 411915, y siguiendo esta ĺınea en la figura 3.2 se

muestra la primera fila del tensor aproximado Th y la presión aproximada ph,D, ambas con

N = 411915. A continuación, para el Ejemplo 2, en la figura 3.3 a la izquierda se muestra

la segunda componenente del vector velocidad uh, mientras que a la derecha se muestra

la magnitud del vector velocidad, con N = 1007107. En particular, notar que tanto en la

figura 3.1 como en la figura 3.3 (a la derecha) se ve gráficamente que el método preserva

la dirección de las velocidades sobre Σ, como se esperaba. Finalmente, en las figura3.4 se

muestra la primera fila del tensor Th,S (izquierda) y la presión aproximada pD (derecha) con

N = 1007107.

Figura 3.1: segunda componente de uS,h y uD,h y magnitud del vector velocidad uh (Ejemplo
1)

Figura 3.2: primera fila del tensor aproximado Th y presión aproximada ph,D (Ejemplo 1)



Cuadro 3.1: Grados de libertad N , tamaño de la malla h, errores, y radio de convergencia
para la aproximación mixta del problema acoplado de the Navier-Stokes/Darcy. (Ejemplo
1:)

N hS eTS
rTS

euS
ruS

458 0.1901 1.1196 - 0.3459 -
1707 0.0911 0.5638 0.9302 0.1679 0.9801
6588 0.0486 0.2825 1.0972 0.0833 1.1122
26399 0.0242 0.1374 1.0353 0.0414 1.0064
103855 0.0134 0.0696 1.0822 0.0208 1.0935
411915 0.0077 0.0352 1.1468 0.0104 1.1630

N hD euD
ruD

epD
rpD

458 0.2001 0.0056 - 0.0872 -
1707 0.0937 0.0027 0.9807 0.0442 0.8979
6588 0.0470 0.0012 1.1002 0.0219 1.0138
26399 0.0250 0.0006 1.1380 0.0107 1.1257
103855 0.0129 0.0003 1.0944 0.0054 1.0338
411915 0.0068 0.0001 1.0811 0.0027 1.0838

N hΣ eλ rλ
458 0.125 0.0169 -
1707 0.0625 0.0069 1.3016
6588 0.0313 0.0036 0.9391
26399 0.0156 0.0019 0.9338
103855 0.0078 0.0009 1.0351
411915 0.0039 0.0005 0.9732

En el tercer ejemplo nos centraremos en el rendimiento del método iterativo con respecto

a la viscosidad ν. Con este fin consideraremos los dominios Ω = ΩS ∪ Σ ∪ ΩD, con ΩS :=

(−1/2, 3/2) × (0, 1/2) y ΩD := (−1/2, 3/2) × (0,−1/2). De esta manera, los términos del

lado derecho son ajustados de manera que la solución exacta está dada por las funciones:

uS(x) :=

(
1− eγx1 cos(2πx2)
γ

2π
eγx1 sin(2πx2)

)
en ΩS

para todo x = (x1, x2) ∈ ΩS, y

uD :=

(
(x1 + 0.5)(x1 − 1.5)
−(x2 + 2)(2x1 − 1);

)
en ΩD

pD := (x1 − 0.5)3(x2 + 1), ∀x = (x1, x2) ∈ ΩD

donde

γ :=
−8π√

µ−2 + 16π2 + µ−1



Cuadro 3.2: Grados de libertad N , tamaño de la malla h?, errores, y radios de convergencia
para la aproximación mixta del problema de Navier−Stokes/Darcy con ν = 1 y κ1 = ν/2
and κ2 = 2κ2. (Ejemplo 2:)

N hS eTS
rTS

euS
ruS

1109 0.1901 0.2747 - 0.1173 -
4117 0.1021 0.1379 1.1074 0.0597 1.0866
16140 0.0507 0.0690 0.9898 0.0293 1.0177
63795 0.0271 0.0345 1.1084 0.0148 1.0887
255668 0.0135 0.0171 1.0096 0.0074 0.9999
1007107 0.0073 0.0085 1.1238 0.0036 1.1402

N hD euD
ruD

epD
rpD

1109 0.1901 0.0138 - 0.0322 -
4117 0.0966 0.0069 1.0374 0.0163 1.0112
16140 0.0573 0.0034 1.3207 0.0079 1.3752
63795 0.0259 0.0017 0.8773 0.0040 0.8732
255668 0.0135 0.0009 1.0727 0.0020 1.0591
1007107 0.0070 0.0004 1.0475 0.0010 1.0414

N hΣ eλ rλ
1109 0.1250 0.0246 -
4117 0.0625 0.0124 0.9952
16140 0.0313 0.0061 1.0082
63795 0.0156 0.0029 1.0742
255668 0.0078 0.0015 1.0062
1007107 0.0039 0.0007 1.0122

Notar que uS es conocida como la solución anaĺıtica del problema de Navier−Stokes obtenida

por Kovasznay en [27], la cual es estudiada en la frontera {−1/2} × (0, 2). En el Cuadro 3.3

mostraremos el comportamiento del métod iterativo como una función de ν, considerando

diferentes tamaños de malla y considerando h := máx{hS;hD}, y una tolerancia tol = 1e−04.

Los experimentos númericos para valores más pequeños de ν no se considerarán debido a que

el método iterativo necesita de muchas iteraciones para lograr convergencia (más de 100).

Siguiendo en esta ĺınea los resultados númericos en el Cuadro 3.4 muestran el historial de

convergencia para una secuencia de triangulaciones uniformes, considerando la viscosidad

ν = 0.1. Se verá que las incógnitas involucradas en este problema, satisfacen el radio de

convergencia O(h) proporcionado por el Teorema 3.



Cuadro 3.3: Historial de convergencia del método iterativo, con respecto al parámetro
ν.(Ejemplo 3:)

µ h = 0.37499 h = 0.20009 h = 0.09576 h = 0.04915 h = 0.02698 h = 0.01392
1 5 4 4 4 4 4

0.1 10 8 8 8 9 9
0.01 - - - 53 65 68

Figura 3.3: segunda componente de uS,h y uD,h y magnitud del vector velocidad uh (Ejemplo
2)

Figura 3.4: primera fila del tensor aproximado Th y de la presión aproximada ph,D (Ejemplo
2)



Cuadro 3.4: Grados de libertad N , tamaño de la malla h?, errores, y radios de convergencia
para la aproximación mixta del problema de Navier−Stokes/Darcy con ν = 0.1 y κ1 = ν2/3
and κ2 = 3ν. (Ejemplo 3:)

N hS eTS
rTS

euS
ruS

284 0.3536 2.2341 - 1.8824 -
1034 0.2001 0.9226 1.5537 0.8833 1.3293
4125 0.0958 0.3279 1.4037 0.4215 1.0040
14886 0.0492 0.1353 1.3278 0.2136 1.0189
60055 0.0270 0.0620 1.3013 0.1061 1.1660
231080 0.0139 0.0301 1.0904 0.0531 1.0477

N hD euD
ruD

epD
rpD

284 0.3750 0.2980 - 0.0665 -
1034 0.2001 0.1474 1.1205 0.0317 1.1786
4125 0.0950 0.0678 1.0436 0.0145 1.0509
14886 0.0485 0.0347 0.9939 0.0072 1.0360
60055 0.0254 0.0172 1.0864 0.0037 1.0426
231080 0.0160 0.0086 1.4990 0.0018 1.5167

N hΣ eλ rλ
284 0.1250 0.1674 -
1034 0.0625 0.0651 1.3622
4125 0.0313 0.0232 1.4877
14886 0.0156 0.0084 1.4611
60055 0.0078 0.0031 1.4434
231080 0.0039 0.0012 1.4117
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[8] J. Camaño, R. Oyarzúa, R. Ruiz-Baier and G. Tierra, Error analysis of an

augmented mixed method for the Navier–Stokes problem with mixed boundary conditions.

IMA J. Numer. Anal. 38 (2018), 1452–1484.

44
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method for the coupling of fluid flow with porous media flow. IMA J. Numer. Anal. 29

(2009), 86–108.
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